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1. 
De integratione aequationis differentialis 


(A+A'2+A'y)(edy—ydı) 
— (B+B'c+B'y)dy+(C+ÜUsc+C'y)de = 0. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. Regiom.) 





S; Euleri scripta perfectissimis inventis redundant, non minore in pretio 
habenda sunt quae ipse imperfecta aliorumque curis expolienda reliquit. 
Quae nobis largam suppeditant materiam in qua vires exercere possimus. 
Ita nuper sumsi mihi aequationem differentialem, 


ydz(ce+nz)—dy(yta+bre+nız) = 0, 
quam ille in Inst. Calc. Int. Vol. I. pag. 345 traciavit. Sane eliam exerci- 
tatus Analyticus non ita facile huius aequationis integrationem deteget. De- 
monstravit autem Eulerus, eam per hanc substitutionem 





di y(e+nx) 
— ytarbstnex’ 
ad separalionem variabilium perduci; quippe eam evadere, 
du dx 








ulna+cce—be+(b—2c)u+uu] "e (+nx)(a +bc+nax)" 
Quae adhuc postulantur Quadraturae, methodis quae in promtu sunt absol- 
vuntur, ipsaque inter 2 et  ideoque etiam inter © et y aequalio finita 
prodibit. 
Aequatio differentialis Eulerzana cum sic etiam repraesentari possit, 

nz[edy—ydaz]—(y+a+ba)dy+cyde —=0, 
proposui mihi generaliorem, in qua tres expressiones, edy—ydı, dy, d«, 
multiplicautur per ipsarum x et y functiones lineares quascunque 

(A+Aac+A'y)\(edy—ydı) 

— (B+B'x+B'y)Jdy+ C+Ccs+Cy)de=V0. | 
Cuius integrationem, methodo ab Euleriana toto coelo diversa erutam, se- 
quentibus exponam cum propter formam memorabilem aequationis finitae inter 
x et y inventae, quae maxime ab aequationis cubicae resolutione pendet, 
tum propter usum methodi quem forte in aliis occasionibus facere licet. 
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Ponamus 


» nn «+ f'ac-Hy' y q ı% aA chy"y 
a+fs+ry’ a+Ppx+try’ 








sitque br. c. 
a = B’y ‘ —.ß’' f a’ By— By‘, a'' — By —P’y, 
b m y' ET na va’, b’ yY'a—ya’, db’ Bu ya’ GL, 
e = a B'’— a’ ß’, c' a'B—aß", ec’ — uß’ — a, ß. 
His statutis invenitur differentiando, 
nndp = +(c"—a'y)de—(b'—a'x)dy, 


nndg = —(C—ay)de+(b'’ —a'2)dy, 
ubi positum est 


n = u+ßxr-+yy. 


Aequationes antecedentes si hac forma exhibemus, 
nndp = +a”(zdy— ydz)—b’dy+c'de, 


nndg = —a (cdy— yda)+-bdy—c' da, 
patet aequationem aliquam differentialem inter p et g, 


in hanc transformari: 
(a P—a' 0) cedy—yda)—(b"P—V’O)dy+('P—cO)de = 0. 

Si aequationem antecedentem, multiplicatam per 2, cum aequatione diffe- 

rentiali proposita comparamus, accita quantitate X eruimus, 
n(aP—a Q) + = A+ATc+A"y, 
n(b'P—b’O)+Hrzr = B+Bc+B'y,, 
n("P— ce Q)+Ny C+ÜCÜc+C'y. 

Jam observo, posito 


Be a By) + Rey a’ ya) HyYla'Pß"—ua'P'), 


fieri 
aa +ßb+yE = 0, 
ua'+ ß bye — 0, 
a’a’ + ß'b‘ +yc = g, 
aa’ + B’b’+ y'c“ — 0, 
wi +ß"b‘ +y'c cd = 0, 
Ya’ +R bye“ — 0. 


Unde ex aequationibus Ben tres aequaliones sequeuntes eruuntur: 


1. Aa +ßz+Yyy) 
— Aun+BB+Cy+Aa+B PB +OYz+(A'a+B"B+C'yy 
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2. —enO+rW+PeH+YYy) 
Ad’ + BB +OY+Aa+B BHO Y)a+AMa + BB + C"Y)y, 
3. enP-+r(a +P"ac-+Yy'y) 
— Aa’ +-BP'+ Cy‘ 2. (A’a’+BP'+ C'Yy'‘) x + (4a +-B’R’+ C'y')y. 
Quae aequationes ut locum habeant statuamus 
—:0=(X—-nN» eP= (NN. 
Unde aequatio differentialis inter p et g evadit 
a—Ngdp—N—ı)pdg = 0; 
in aequationibus (1.), (2.), (3.) autem expressiones ad laevam fiunt respective, 
Ka+tßae+tyy), MW+Par+yy), Ma tLtc+ y'y). 


Hinc singulos terminos inter se comparatis sequuntur ex aequationibus (1.), 


Ion 


Nu 


(2.), (3.), haec tria aequationum systemata: 
0 (A—N)a+BB+Cy, 
. (0= Aa+B—NP+Cy 
0= A’a+B"’B+C'—Ny; 
0 (A—1')a + BP’ +Cy', 
2. | Ö 
0 A'u+ B' P’+ (C’— N‘) v'; 
0 (A—1X)a” - BP" + Cy’, 
3. | 0 4a" + (B’—ı)P’+ Ey", 
0 Aa + BB" HI O"— a)". 

Ex his aequationibus patet, fieri A, A’, A’ tres radices diversas aequationis 
(4A— 2) (B’— 2) (C'— 2) — B’C'(A—2)— CA'(B—2)— A'B(C"— z) 
+4’ B'C+4"BU =0. 

Huius aequationis resolutione determinatis tribus quantitatibus, A, A‘, 1“, 
binae e tribus aequationibus cuiuslibet systematis suppeditaut rationes quae 
esse debent inter quantitates a, ß, ‘y, inter quantilates «‘, £‘, ‘y’, inter quan- 
earum tantum rationes determinantur; unde ex. gr. a, a’, a’ ex arbitrio su- 
mere licet. Constantibus «, ß etc. dieta ratione definitis, aequatio differentialis 

proposita in hanc trausformata est, 
aM Mgdp—M—r)pdg = 0, 
quae integrata suppeditat, 


Aa + BNP +OY, 
cubicae 
titates a, Bß, y’. E ternis autem quantitatibus una erit arbitraria, quia 
pp". g*" = Constans, 
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sive eliam 
(a + Rx +yy (+ ß‘ sc ny’ yo (+ P’c+ y yyamı zu Constans. 
Unde haec eruta est 
Propositio. 
„Proposita aequatione differentiali 
(A+A'c+A'y)(ady—yda) 
—(B+B’z2+B’y)Jdy+(C+Ccz+C'y) = 0, 
resolvatur aequatio cubica 
(A— 2) B’—2z)(C''—2)— BC (A—2)— C4'(B’—2z) — AB(C'—z) 
+4'B'C+4'BC = 0; 
cuius radices tres inter se diversae si appellantur A, X’, X’, atque 
hrevitatis causa ponitur 
BC'—-B'C’=D, C4'—C'4=D, A4B"—4'"B=D', 
B+UÜ'=E, 
erit aequationis differentialis propositae Integrale completum 
[D-ER+ AR +(D’+ AR) a+ (DU HA) y" 
X[ID-EN NN +HDHAN)c+ (DU HAN) y- 
X [D — Er M’RUHD HAN) a +(D'+AANyP% 
—= Const.” 
Regiom. d. 26 Martis 1842. 
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2. 
De motu puneti singularis. 
(Auct. ©. G. J. Jacobi, prof. ord. Regiom.) 





Quo majores in genere difficultates parit integratio aequationum difleren- 
tialium dynamicarum, eo majore cura ea examinare debemus problemata 
m&chanica in quibus integrationem ad Quadraturas perducere contigit. Cir- 
cumspiciendum enim est an eadem via in aliis quoque aut amplifieatis pro- 
hlematis aequationes differentiales ad Quadraturas. aut si hoc assequi non 
licet ad inferiorem certe ordinem revocari possint. Qua de re non ingratum 
fore confido si plara ejusmodi exempla, quae Quadraturis absolvuntur, hie in 
conspectum ponam, quae si nova non sunt certe in traclatibus mechanicis aut 
omnino non aut non ea qua fieri potest generalitate exhibentur. Quae exempla 
omnia casum lantum simplicissimum, motum puncti singularis spectabunt. 


$. 1. 
De extensione quadam prinecipii virium vivarum. 

Sint 2, y, & Coordinatae orthogonales puncti quod in data linea 
vel superficie curva moveri debet; sint X, Y, Z vires punctum sollicitantes 
axibus Coordinatarum parallelae, sit s arcus curvae in qua punctum move- 
fur, v® puncli velocitas ejusque massa — 1. Quoties ft Ndx + Ydy + 
Z.dz differentiale completum, notum est haberi Integrale 

1. jvv= / [Xdz + Ydy + Zdz] + Const. 
Quod dicitur principium conservationis virium vivarım, quia data puneti 
positione et velocitate initiali, ad aliam quameunque positionem determinatam 
puncium eadem perveniat velocitate, quaecungue sit linea vel superlicies 
curva Super qua in transitu ab altera ad alteram positionem moveri debet. 
Quippe in aequatione (1.) nullum ejus lineae aut superficiei vestigium re- 
manet. (Juae sane conservatio in machinarum (heoria magnas partes agit. 
sed in aequationibus differentialibus dynamieis integrandis principium illud 
hauc ob rem in pretio habere solemus quod suppeditat unum aliguod Inte- 
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grale. Quoties vero solum Integrale inventum curas, non opus est ut ex- 
pressio, Adz + Ydy + Zdz, per se sit differentiale completum, sed ea- 
dem valet aequatio (1.) si illa expressio fiat differentiale completum advo- 
catis quae inter Coordinatas x, y, z locum habent aequationibus. Qua de 
re si punctum in data linea movetur ideoque tres ejus Coordinatae per 
unam quantitatem exprimi possunt, semper erit expressio, Xde + Ydy-+ 
Z,dz, differentiale completum, dummodo X, Y, Z solarum x, y, 3 functio- 
nes sunt. Si {res Coordinalas per quantitatem aligquam g exprimimus, fit 
Xdz+ Ydy+ Zdz = 0dg, 
ds =vdt = y(dede+dydy-+dzdz) = Vda, 

designantibus Q et V solius g funetiones. Unde e (1.) relatio inter puneti 
positionem in data linea ipsumque tempus invenitur formula, 


Zul Vdgq 
PET det 


designantibus « et ß Constantes Arbitrarias. Ita prodit pulchra licet ele- 
mentaris propositio quae in tractalibus mechanicis deficere videtur. 





Propositio I. 
„Punetum quod in data linea moveri debet, sollieitetur viribus quae 
solarum puncti Coordinatarum sunt functiones quaecunque, definitur mo- 
tus puncli solis Quadraturis.” 


Observo si r designat vim tangentialem qua punctum sollieitatur, fieri 
Ody = Ade+ Ydy+Zdz = rds. 
Vires autem curvae normales cum omnes destruantur, supponere licet uni- 
cam r agere; unde secundum definitiones mechanicas erit rd? velocitatis v 
inerementum per tempus di, sive rdt=dv. Hinc cum sit vdt=ds, se- 
quitur rds = vdv, ideoque 


4vv = /rds = /0ag. 


Quae est formulae (1.) demonstratio geometrica. Inventa v eruitur temporis 


ds 
valor ope formulae ? = I. 


Casu generaliori quem antecedentibus tractavi velocitas vel vis viva 
in genere non conservatur, hoc est alia fit pro alia linea in qua fieri debet 
puneti transitus a positione initiali ad positionem finalem. Sed ad integra- 
tionis successum haec conservatio non facit. Ut per formulam (1.) velocitas 
determinari possit ipsa puncti in data linea positione, non opus est, quod 
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illa poscit conservatio, ut vires sollicilfantes versus puncta fixa dirigantur 
vel directionem parallelam et intensitatem constantem habeant. 

Ponamus jam non ipsum puncti tramitem datum esse, sed tautum 
superficrem in qua moveri cogalur. Sit f(z, y, 32)=0 aequalio superficiei; 
expressioni ” yz + x + Zdz addere licet expressionem evanescentem 


„[2f dx + Fdy 35 SL a2], designante u factorem arbitrarium. Ut au- 
{em ale: 
0 
(X+u2 2 dz+(Y+u52) dy+(Z+u©f) as 


differentiale completum fiat habeantur necesse est tres aequationes conditio- 


nales 
i ar 82, dm of Am öäf_ 








77 &r er 9 
82 __ de of__3u of _ 
O2 = +3 O2 0 08 dr 0, 


oX n» of _ om of __ 
% + Fri Ei Ace 


E quibus aequationibus sequitur multiplicando per erg addendo, 





ox’ dy’ 63 
entre tt 


Unde haeec fluit che 


Propositio IH. 

„Punctum quod moveri debet in superficie cujus aequatio, f(z, y, 2) 
= (0), secundum directiones axium Coordinatarum viribus sollicitetur Ä, 
Y, Z, quae solarum puncti Coordinatarum functiones sint; ‘quoties locum 
habet aequatio, 


EEE) HE) = 











obtinebitur Integrale, 
4vv = /(Xdz + Ydy + Zdz) + Const., 
ubi expressio sub signo per solam superficiei aequationem integrabilis fit.” 
Aequationem conditionalem (3.) non tantum posci sed etiam suflicere 
ut Xdz+ Ydy-+-Zdz per superficiei aequationem differentiale completum 
existat, sic demonstrari potest. 
Adhibeamus aequationum dynamicarum formam ei similem quam ill. 
Hamilton proposuit. Quem ad finem determinetur puncti positio in data 








. 2. 0.6. J. Jacobi, de motu puneti sinyularis. 


superficie duabus quantitatibus g, et g, sitque expressis 2, y,2 per g, et q,, 
Ade+Ydy + Zdz = Q,dg, + Q.dg.. | 
Deinde expressa 3vo — T per quantitates 9ı ei q., earumque quotientes 
differentiales g, et g;, fiat, 
97 a7 

Ppı = ög pP: = dp,’ 
Denique expressa T per quatuor gantitates 9, 9, 9; P:, alque harum re- 
spectu facta ipsius 7' differentiatione partiali, erunt aequaliones differentia- 
Jes quibus puncti molus determinatur: 


ni PER 7 dp, _ oT 
IM, WE en 
a > SE 
a Up’ We. Reue s; 
Ex aequationibus (4.) sequitur 
oT oT oT oT 
Idvv=dT= Tr dq + da, dg. +7, dp + dp, dp: 


= QO,dg, + Q,dg.. 
Uujus aequalionis pars dextra ut integrabilis sit, poscitur et sufficit fieri, 
00, _ 20, 
CZ Pa CZ Fe 
Cum sit 
0X r Ö f 02 u x oY r 0% 
Varta tz AK trn+zz 
aequatio conditionalis autecedens post faciles reductiones in hanc mutatur: 
me ([BI.,.2E 08: Br 0 OR 
Er u > 37.) (5: 55) r 
O2 0x ox 02\[(0Z 9X 
Er) (5 3) + 
(d2 ‚dr _ dr 2x) (ex _ on, 
og, 09 og, eq,/\dy dal’ 
Differentiando aquationem f= 0, fit, 
0 1,22, HN, Hr „HM 9 
 dr’dg, ' dr ög, ' 92°0g,’ 
of dx ,Af dy. , of dz 


Ren; ox'dg, ' Or’dg, ' ö2'0q,’ 


unde sequitur 
oYy 02 02 oYy i 0: dr dr es. Be oe , dr 
© q, "om u; oqı K77 ey, 0q og 09m og, "ög, dq, 0gq, 
u ER u FE | 
ur Fer Ze 7 
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Quibus substitulis in (5.) prodit aequatio conditionalis (3.) supra proposita. 


Quae igitur si locum habet, fit = =: ideoque Q,dg, + Q;dg, inte- 


grabile, unde ex aequatione supra tradita, 

4d.wv = Q,dq +0:.dg,, 
obtinetur integrando aequatio qua velocitas puneti per quantitates q, et g, 
exprimitur, 


. T=ziv- /9dg. + 0,dg;) + Const. 


Quae cum Propositione antecedente quadrat. 

Üt principium conservalionis virium vivarum locum habeat, non ad- 
vocata superficiei aequatione fieri debet Xdxe+Ydy+Zdz integrabile, 
quod requirit aequationes res, 

7 ab 0,02 Er dor - 

02: .dy "ı ’ .,02., 02 ’ dr 08 
Sed ad solum inveniendum Integrale (6.) videmus sufficere aequationem 
unzcam (3.). 


0. 


S. 2. 


Formulae novae pro motu puncti super data superficie. 


Formulae differentiales dynamicae Hamiltoniarum similes, quas ante- 
cedentibus tradidi, sic demonstrari possunt. Ope aequationis superfieiei Co- 
ordinatas X, y, 3 per duas variabiles g, ei ee fit, 

dx e 


(” Fr dt “ og, + a ; 
. . ae Den, 
} dt og, 1 en” ’ 
MPIERER.. EERMEE ı.. 
ee + RL 


Harum formularum ope expressis x’, y‘, z’atque T=4rr’+y'y'+r's' 
per 91, 4; 91, 9, differentialia illarum quantitatum partialia, ipsarum g,, 9, 
9, 9, respectu sumta, uncis includam, ita ut fiat 


ee 


ae A N 1a ” 
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Unde 
oT — — + ‚,d€ en oY f} 02 
3. ren a an. 
oT —— — ‚oa / oY f 02% 
(5) a 7 
Fit porro e (1.) 
0x 
7 
a ER . ; 0?x Er "<a 
5) — af 7 Deals, PT  ° 
0X 





> 5; 0?x ia 
(5) ‘m EIBEI TE Fade RR Tre 


unde similibus formulis ady et z valentibus erit, 


a. oy 1.2 
oT Lin _ög og , 6, 
en) = nr inet, 


og, 
4. 
d. IX 4. 2a u. 


BEL _ 09 Ein „ı__9g: 
67.) ee Re 
sive @ (3.): 
(SE) uni Br BE SE en 
DEE ög, dt dgq, di og, dt’ 
En ES a A a Sr in 
04/7 dt 9’ dt 9, di 9g, dt 
Fit T ipsarum g,’ et 9‘ respectu functio homogenea secundi ordinis, unde 
secundum propositionem notam 
oT oT c 
(5 +% (65, = pa'tmg'=2?T, 
ideoque T=p,y'+p9%'— T. Qua formula variata et rejectis terminis 


se mutuo destruentibus oktinetur, 


oT = q'9p + qı9p— (5;) Im— (5) 9m: 


Expressa igitur 7’ per quatuor quantitates 9, 92, Pı, Pr, Si in denotandis 
differentialibus partialibus, ipsarum G,, 92, ?ı, P, respectu sumlis, uncos re- 


jicimus, fit 


oT a SE De dq, vr Las dq, 
6 -T To ne’ Da er 
oT oT oT oT 

Pride (5) . Pr -(; .) 


Ex his formulis advocando (5.) sequitur, 
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dqe, _ oT dp, _ oT ,ox d«' IY er O3 dr’ 
’ nt. Br, r og, dt ”F Br di’ 
dp __ oT dp, _ Er ox dr r ay vr BL dz’ 
dt _ op,’ u 5; om "99," dt " Oy,' dt 0, dt" 


Aequationes differentiales quae traduntur pro motu puncti super data super- 
ficie cujus aequatio f= 0, sunt sequentes: 
x’ Ö dy > 1% dz' 

8. m KAxGL, Y= Y+X; L, er zutrc, 
designantibus A, Y, Z vires punctum TREE axibus Coordinatarum 
x, y, z parallelas. Substituendo ipsarum z, y, 3 expressiones per g, et g. 
exhibitas, cum identice evanescere debeat f, erit differentiando ipsarum g, 


et g, respectu, 


. o£. or „ 0f 03. 
dr" +3 "odı 7% ; Ali v, 
ge 3f ör of 08 _ n 
dx Es + oy'oq, rag By, = 0; 
unde, si brevitatis causa ponitur, 
dx oy =‘ 
A, een +Z je Zu Q,, 
Y or 03 a 
x5r +! Oq, +Z u = ®:, 
ex aequationibus (8.) sequitur, 
x dx dy’ , 02 dz’ 
öde +53 rar = 9 
or dx oy dy’' DE 
It dt Tas Kar E 
Quibus formulis in aequationibus (7.) Bug re 
dqg, _ oT dp, _ 
HM: Be. ar + E 
dq, ala oT dp, _ ab 
dt op,” mi og; + ®. 


Quae sunt novae formulae supra traditae. 


$. 3. 


Determinatio orbitae puncti super data superficie moti sı revocata est ad aequationem 
differentialem primi ordinis inter duas variabiles, ejus integratio solis perfieitur 
Quadraturis. 


Motus puncti in data superficie, si quidem virium sollicitantium ex- 


pressiones non ipsum tempus explicite involvunt, secundum antecedentia 
2% 
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pendet ab integratione trium aequationum differentialium primi ordinis inter 
quatuer quantitates, 49, 42, Pı» Pr; 


Er - oT oT 
dp, s dp; = 0. . — +0, . — — + 0.. 


1. dg, . dgq:; : oO», j Op, öy, Os 


Qua integralione transacta una Quadratura dabit relationem inter positionem 
puncti et tempus. Hienim illa integratione facta exprimi possunt ,, Pı> Pa 








h IT 
ideoque etiam quantitas a per q,; qua substitula expressione fit 
ı 
— [U 
Ei A 
op, 


At quoties vires punctum secundum Coordinatarum directiones sollieitantes, 
X, Y, Z, solarum Coordinatarum functiones sunt, quo casu etiam Q, ei 
Q., solarum g, et g, functiones erunt, non tantum temporis expressio sola 
Quadratura invenitur, sed etiam e tribus Integralibus aequationum (1.) ulti- 
mum secundum regulam generalem semper per solas Quadraturas constabit. 
In alia enim Commentatione demonstro Propositionem generalem sequentem, 
quae pro novo principio mechanico haberi potest: 
„Proponatur motus systemalis punctorum malerialium quibuscunque con- 
ditionibus subjecti, sintque vires, puncta secuudum directiones Coordina- 
tarum sollicitautes solarum Coordinatarum functiones: si determinatio 
orbitarun punctorum materialium revocata est ad integrationem unius 
aequationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles, ejus aequa- 
tionis secundum regulam generalem inveniri potest .Multiplicator, qui 
eam per solas Quadraturas reddat integrabilem.” 

Hoc loco Propositionem generalem motui puncti singularis data super- 
ficie applicabo et regulam indagandi Multiplicatorem pro casu illo simpliei 
seorsum demoustrabo. Qua demonstratione simul elucebit usus formularum 
differentialium dynamicarum antecedentibus exhibitarum. 


Propositio. 
„Propositis aequationibus tribus differentialibus primi ordinis inter 
quatuor quanlitates 9, 92, Pı> Pr; 
oT oT oT oT 
dq, :dgq: dp : de = - : _— r +0, : —<— +0., 
1 


op, ep 0q, 








in quibus Q, et Q, sint solarum 4, et g, functiones, inventa sint duo 
Integralia duabus Constantibus Arbitrariis « et ß affecla eorumque ope ex- 
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oT oT 
op,’ dm 
Arbitrarias « et ß; quo facto integranda restat aequatio differentialis 
4q S 1 

primi ordinis inter duas quantitates g, et q,, 

oT oT 

2, dq. = 0, 
qua orbita puncti super data superficie determinatur; cujus aequalionis 
partem laevam dico multiplicatam per factorem, 


hibeantur 9,, 2; per quantitates q,, 9, altque Constantes 





op. op, 2 8Pı Op, 
da "o0ß oß "da 


differentiale completum sive solis Quadraturis integrabilem evadere.” 


Demonstratio. 
Functionum, quae duplico modo, et per g,, %, & ß et per 4, 9» 
Pı, P. exhibentur, differentialia partialia, harum respectu quantitatum sumta 
sine uncis denotabo, illarum respectu sumta uncis includam. His positis si 
br. c. vocatur % factor, 





op, op, __ OP op, 
da 'oß oa "OP 
propositum demonstratum est, ubi probata erit aequatio, 


oT oT 
Rx "ön) 4er) e- 
oq, 04a ge 


Opı op, 
dp, = ae dq+ . dq:, dp, = Ben  dq+ 50° dq. 


Unde ipsarum p, et p, expressiones, per g,, 9 et zur fe REN & 
et ß exhibitas, in aequationibus differentialibus propositis substituendo fit: 








zn, 














5 —_ Bi: FE op, OT 
1 +0 Tr ve + O9, Op,’ 
; — _ 0 op, OT 

Or „+0 ee og Er + EZA "op, 


Erit aulem secundum notationis modum usurpatum, 


oT oT oT op, oT 3 





(2) xy oqı u "og, + op, cm’ 
ee oT | oT op, = > ner. 


Oq; 


IM; op, 9m "og 
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Hine invenitur e (1.): 


> re 0,— [?P: _ 0P;] 2 
oMı , Log, g, öp,’ 


(er 


2. 








Ü 4a 


op, ° 
Porro fit, 

ers u. ; 2 02 Opg 

er op, | OP, da ? 

unde, 
ls Bi OP, Ei PAR.) NE) ° NEL pi, oT Op, 
om 10 oa \oq, da@ "og, Op, “ da "dm, Te 
Prorsus eadem methodo vel etiam sola indicum 1 et 2 permutatione ob- 
tinetur, 
op (2T)_ 2pı (27) _ 2m Om ‚BT, 20, 99 OT _Omg, 


Oo, \0a o@ \dq; oa "om, "Op, da "om "op, 0@ 


Alteram formulam de altero detrahendo obtinemus, 
OP: oT ieh)  SERRE T OP, TOorı ‘ 52, OP, 
og, er ) 0 d@ og, ß 0@ -) y da (53 TEL A 0. — 5 O.. 

Eadem methodo invenitur, 
ie A. (er (2 AP gl op: 
og, xoPß oß \0m,/ 99, NOPß 2 \oy,/T 8R 98 0 

Supponimus vires sollicitantes Ä, Y, Z esse solarum &, y, 3 functiones, 

unde quantitates Q, et Q, solis g, et g, afficiuntur ideoque cum ab ipsis 

p, et p, tum a Constantibus Arbitrariis « et ß vacuae sunt. Hince duarum 

aequationum antecedentium differentiando priorem ipsius ß respectu, poste- 

riorem ipsius & respectu et detrahendo prorsus evanescit pars dextra in Q, 

0, multiplicata. Pars laeva antem evadit reiectis terminis se mutuo de- 





struentibus, 


II m/f art : = 
a 


i 0" Pa oT C Pr RK; u oT op, Ei T 
de (54)+3 re cacdq, (37 =“ 08 \da SE, 


== (} 





Ouam aequationem sic an licet, 


> (27) ap op», (oT 
f [EAe op: ( Cal (2 3)-3 zacr2]\ BER 


oO NM 








OYa 














i 
F 
4 


Ba 2 ee ee 











es 
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At ex aequationibus 














or, _ 2T Ei öp, oT\ _ OT op, „OT 5m 
gi 0. +5 Fe da ’ (55) = op, 0ß +5 op, 0’ 
sequilur abnend ipsius 2 valorem supra positum, 
2 EPs „er 2 o. DO, (Pr ah 
er 37) äh Er; ve (öR ae 
erde substitutis ur (2.) hanc rec 
o.n r d.n er 
op ei er Den 
om \ op PR. 


quae est formulae demonstratio proposita. 


Antecedentibus iustam quidem esse Propositionem traditam rite de- 
monstratur neque vero aperitur fons genuinus e quo ipsa Propositio hausta 
est. (Quippe quae emanat e nova theoria Multiplicatoris systemati aequa- 
tionum differentialium vulgarium simultanearum applicandi, quam in alia Com- 
mentatione eXxpono. 


s. 4. 


Motus puncti in superficie revolutione genita, valente principio conservationis areae, 
revocatur ad alium qui super curva meridiana fieri debet ideoque definitur solis 
Quadraturis. 


Motum puncti in superficie data, si duo innotescant Integralia aequa- 
tionum differentialium dynamicarum, vidimus solis Quadraturis definiri. Quo- 
ties autem valet prineipium mechanicum quod prineipium conservationis areae 
dieitur, usu venit ut jam per unum Integrale ab isto principio suppedita- 
tum problema ad solas Quadraturas revocetur. Fit enim ut motus propositus 
revocari possit ad alium super curva meridiana, unde cum motus super data 
curva Quadraturis absolvatur, sicuti $. 1. vidimus, etiam motus propositus 
Quadraturis definiri poterit. Ut autem valeat prineipium conservationis areae, 
superficies super qua punctum movetur esse debet revolutione genita, porro 
vis sollicitaus in ipso plano meridiani dirigatur necesse est et a sola puncti 
positione in meridiano pendeat neque ullo modo ab augulo quem format pla- 
num meridiani cum plano fixo per axem ducto. Vim aufem sollicitantem 
neque a tempore neque a velocitate pendere, in hac Commentatione nisi 
contrarium diserte asseritur vel tacite intelligo. Si igitur x est recia axi 
parallela e puncto moto demissa ad plauum fixum axi perpendiculare, y recta 
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e puncto moto ad axem perpendiculariter ducta, disponere licebit vim sol- 
lieitantem in duas alias ipsis x et y parallelas quarum simul intensitates 
solarum x et y esse debent functiones. Jam ipsum computum adstruam. 
Sint z, v, C Coordinatae puncti ortliogonales, sitque axis Coordina- 
tarum © idem alque axis superficiei revolutione genitae. Discerpatur vis 
sollicitans in duas, alteram axi parallelam X, alteram axi normalem Y; sit 
porro, y(wu+ c)=y, atque, f(x, y)=[f(z,v (vv +c{)) =(0, aequalio 
Meridiani. Cum vim sollicitantem supponamus in ipso plano Meridiani di- 
rectam esse, ipsa Y disponi potest in duas vires Coordinatis v et < parallelas, 


er —, Quibus positis, secundum praecepta nota accito factore A ha- 
bentur aequationes differentiales dynamicae, quae integrandae sunt, sequentes: 
YEm xandl, 
it Brandl = (nah 
BE Ed = DE 
Ex aequationibus (2.) sequilur EN ci = 0, unde fit integrando, 
ven 


designanfe & Constantem Arkitrariam. Quod est Integrale suppeditatum 
prineipio conservationis areae, ad planum Coordinatarum v et £ relato. 
Advocemus iam aequationem identicam, 


( de Ey 
dywutLt) _ void, Var Dar 
dt? Wu +LL) Y(wv + £)° 

E qua aequatione substituendo (2.) et (3.) eruitur 

dy _vy of a0 
"27 Haas } A oy + y3' 
Cum supponamus vim sollicitantem pendere a sola positione puncti in Me- 
ridiano neque ab angulo quem format planum Meridiani cum plano fixo per 
axem superficiei ducto, erunt X et Y solarum x et y functiones. Unde 








aequationes (2.) redeunt in has inter quantitates = et y, inter quas praeterea 
Jocum habet aequatio f(z,y)=(, 


220 of et AP a0 of 


8x’ di? 
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Hae autem aequaliones ipsae sunt aequationes differentiales dynamicae pro 

motu puncti in curva Ccujus aequatio est f(z,y) = 0, si quidem vires solli- 

eitantes, Coordinatis z et y parallelae, sunt Xet Y-++7. Unde Propositio 
Y 

haec habetüur: 


Propositio I]. 

„Punctum, quod in data superficie revolutione genita moveri debet, vi 
sollicitetur in plano Meridiani directa et a sola positione puncti in ipso 
Meridiano pendente: revocari potest motus propositus ad motum puncti 
in curva meridiana, accedente ad vim sollicitantem alia quae axi per- 
pendicularis et cubo distantiae puncti ab axe inverse proportionalis est.” 


Sequitur e (4.) 


dx dx dy y a0 
7 Ta Kar aha slar Tchr Te = Xdr+(Y+%)ay, 


unde si aequationis Meridiani ope exprimimus ©, X, Y per unicam y alque 
designamus per w velocitatem me. in Meridiano, integrando habetur: 


ww -/|x3 +rlay un: 


unde designante v elementum curvae vn 


( +] dr 


To 
5. t=/- =/f; 
Y/P&+r]® Bro: 
yr 
Ponendo v=ycosy, C=ysiny, fit v.dE—(du=yydy, unde e (3.) 
sequitur 








quod suppeditat anguli W expressionem, 


(5) +1] dy 
ym a/- of y'* Y\d aal: 
vr]? /C- Tr )dr—°2| 


Motum propositum componi videmus e motu puncti in Meridiano et moiu 
rotatorio plani Meridiani circa axem superficiei. Data aequatione Meridiani 
per unam y (distantiam puneti ab axe) determinatur Coordinata = ideoque 
positio puncti in Meridiano; deinde solis Quadraturis obtinetur et angulus 
% quem planum Meridiani format cum plano fixo, per axem superficiei ducto, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Hft.1. 3 
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et tempus Z. Si velocitas initialig in plano Meridiani dirigitur, fit d= 0, 
Yv=0, ideoque nullus plane datur plani Meridiani motus rotatorius sive 
quod idem est, punctum in eodem semper Meridiano movetur. 

Formulis antecedentibus etiam uti licet si superficies proprio motu 
uniformi circa axem rotatur. Quippe vi sollicitanti accedit eo casu vis 
centrifuga axi normalis, unde ipsi Y addenda est quantitas c.y, designante 
c Constantem, ideoque in ipsorum £ et W expressionibus quantitati sub ra- 
dicali quadratico addendus est terminus Leyy. 

Si solidum, in cujus superficie punctum movetur, massa constat ho- 
mogenea, vi attractiva seu Neuioniana seu alia quacunque praedita, vis qua 
punctum sollieitatur aperte in plano meridiano dirigitur, ejusque et directio 
in plano illo et intensitas a sola puncti positione in curva meridiana pen- 
det. Idem evenit si solidum non est homogeneum sed ejusdem plani Me- 
ridiani puncta diversa gaudent densitate quacunque, omnia autem plana 
Meridiana eadem ratione constituta sunt, ita ut designante y distantiam ele- 
menti massae ab axe, x distantiam ejus a plano fixo ad axem perpendicu- 
lari, densitas elementi solarum x et y functio sit. Qua de re hi casus ad 
motum antecedentibus consideratum pertinent sive haec habetur Propositio: 


Propositio Il. 


„Si punctum moveri debet in superficie solidi revolutione geniti, cujus 
massa vi quadam attractiva praedita et in planis meridianis omnibus 
. secundum eandem densitatis legem distributa est, determinatur motus 
puncti solis Quadraturis, idque sive solidum ipsum quiescat sive motu 
uniformi circa axem rotetur.” 


Adstruam ipsas formulas pro casu, quo Meridianus est ellipsis, massa 
homogenea atque lex attraetionis Neuionzana. 


Motus puncti in superficie solidt sphaeroidici elliptiei homogenei vi attractiva Neutoniana 
praediti. 


Sit aequatio Meridiani, 





constat fieri 

af, Y=39g.y;, 
designantibus f et g quantitates eonstantes determinatas per attractiones bf, 
a9, quae in polo et in aequatore locum habent. Hine eruitur 





we 
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[\Xaz + Yay] = }lfe2 +94 y1+ Coust. = Hhyy+ß, 











posito A= el et designante ß Constantem Arbitrariam. Porro po- 
nendo 
aa—bb 
PP SH Dt 
fit elementum ellipsis, 
5 | Y(aa—ceyy) 
v(dedce+dydy)= rag, d 


Unde e formulis (5.) et (6.) obtinemus, designantibus r et ‘y novas Con- 
stantes Arbitrarias,. 


pe fo Hemer _, 
Vlarr+2s-%2] Y(aa—yy) 


+ty= «f- Vlaa—eeyy)dy 
wi h WUR. > dw 
yyY(aa nV yyt2P = 








sive posito yy=u, 
V(aa— eeu)du 
— 1 
rue Ylaa —u)(hu +2Pu— ear)]’ 
Vlaa— eeu) du 
— 1 He Bu 
6: dee: def ee (hu? +2Pu — ce)]’ 
quae sunt integralia elliptica.. Si solidum ipsum motu gyratorio uniformi 
circa ipsius axem gaudet, formulae antecedentibus aliam non subeunt mu- 
tationem nisi quod data quantitas constans 4 alium valorem induat. 
Exemplum aliud habetur, si sola in punctum agit gravitas simulque 

axis superficiei est verlicalis. Eo casu ex antecedentibus haec fluit Pro- 








positio. 
Propositio II. 
„Si grave moveri debet in superficie revolutione circa axem verti- 
calem genita determinatur motus solis Quadraturis.” 


Pro eo motu ft Y=0, X=g, designante g gravitatem, unde e 
formulis (5.) et (6.) a ß, Y 7 Constantes ange obtinetur, 








7. WAL FRRRTEEE v+ry= "r, er) 


quibus iu formulis si ope Be sarae Meridiani y per & expressa da- 


tur, substituendum est ds = Vlı+( +(2 *)\ |ae. 


„ be 
3% 
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De penduli simplicis oscillationibus eonieis, 
Ad motum antecedentem pertinet simplicis penduli oscillatio in sphaera 
sive improprie conica dicta. 


Sit enim 2 longitudo perduli, Y angulus quem planum verticale per 
pendulum ductum cum plano verticali fixo format, erit: 








—/d 
y=vtli-az), d= wege? 
unde evadunt formulae (7.), 
a Zi u ERrr +) er 


dx 

la A tee Ulmer VIagz +) Ü-zz—ae]' 
Quod cum formulis notis convenit. Videas autem quanta gaudeant generali- 
tate formulae propositae (5.) et (6.), e quibus antecedentes (8.) deductae 
sunt, cum per illas formulas et ? et W solis Quadraturis obtineantur etiamsi 
sphaerae substituis superficiem quamcunque revolutione genitam, gravitati 
autem vim in plano meridiani directam quae quocungue modo a Coordinatis 
x et y pendet. 





$. 5 


De motu puncti versus centrum fixum generaliori quadam quam Neutoniana lege 
attracti. 


Constat motum puncti versus centrum fixum attracti revocari posse 
ad Quadraturas, si attractio est functio quaecunque distantiae. Quod mirum 
non est quia eo casu adhuc utrumque valet principium conservationis area- 
rum et virium vivarum. Animadverti nuper aliam attractionis legem et ipsam 
seneraliorem quam Neutonianam, pro qua semper valente principio arearum, 
quoniam attractio versus centrum fixum dirigitur, alterum prineipium virium 
vivarım non locum habet, et nihilo tamen minus motus solis Quadraturis de- 
finitur. Qua de re etiam fieri debet, ut aequationes differentiales pro motu 
planetae circa solem propositae integrari queant absque adjumento principü 
virium vivarum. (uae integratio cum propter egregiam simplicitatem atque 
defectum omnis radicis quadraticae adnotatu digna videatur, paucis eam ex- 
ponam antequam ad generaliorem motum accedanı. 
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Aequationes differentiales pro motu planetae circa solem propositae nova methodo 
integrantur. 


Proponantur aequationes differentiales quae pro motu planetae circa 
solem habentur, 
t x _ de ___Kx 00" „ARE 2 
Pure u 0, Ge — N 3. es 
in quibus est A” intensitas attractionis pro unitate distantiae, atque Y(xc-+yy) 
distantia planetae a sole. E (1.) fit: 





d?y d?x 
ar T ED 
unde integrando fit, 
Pe 7 ER 9 


ubi 2=rcos®d, y=rsin®, et « Constans Arbitraria. Dividendo aequa- 
tiones (1.) per (2.) sequitur, 


/ k? / ki . 
Ge — — cos®, Y — — — sind, 





dp dp 
unde integrando oktinetur, designantibus ß et Y Constantes Arbitrarias, 
dx Be. dy k2 
3. £ TE _— — — sn®+Bß; y-7 = — c0s® +7, 


sive dividendo rursus per (2.): 
k? k? 
4. da m "[—# sinp+B] a9, dy = ir cos®+ y|«0. 
Ex his formulis deducitur, 


zady—yde =rrdd = [+ Yeos®—ß sing] dd, 


unde 


5 Ehe 1 
n mon @; rn 
14 cosp— FE sing 





quae est sectionis conicae aequatio relata ad Coordinatas polares quarum 
initinm in foco. Expressa r per ®, e (2.) invenitur tempus per forınulam 
nobis meihodis integrabilem, 


6. Ir = 4 rrdd, 


ubi r nova Constans Arbitraria. 
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Motus puncti versus centrum fixum attracti si intensitas attractionis exprimitur Coordinatarum 
functione quacunque homogenea (—2)t: ordinis. 

Si methodum antecedentibus usurpatam acurate examinamus, videmus 
ejus successum eo tantum pendere quod vis attractiva sit functio Coordina- 
tarum homogenea (—2)" ordinis. Quod locum habet si intensitas vis attracti- 
vae quadrato distantiae inverse proportionalis est, sicuti Neutoniana, insuper 
autem ab angulis pendet quos radius vector format cum rectis quibuscunque 
in spatio fixis. Et hie motus fieri debet in plano per centrum fixum et di- 
rectionem veloeitatis initialis ducto, unde rursus ponamus licet, tertia Coor- 
dinata evanescente, e=rcos®, y=rsiu®; ipsa attractio autem formula 
exhibetur, 


rr 9 


designante ® solius ® functionem, quae pro casu naturae constans fit. 
Aequationes differentiales integrandae fiunt, 








1. da’ u ae or ®., 


- dt 23? “Ten © im 
Per prineipium areae habetur, 
2. rrdd =. ddl, 
designante a Constantem Arbitrariam; unde dividendo (1.) per (2.) obtinetur: 
ade! = —Dcosddd, ady‘ = —®sind®dd. 
Hine integrando et designando per ß et y novas Constantes Arbitrarias 
sequitur, 
ar = — [Pd eosp AO+B, üy = — /P®sin®d40 +7, 
vel e (2.): 


«dx 


—rrdp| [®cospap+e], 
ady = —rrdp| /® sinP dP+7]. 


Hine, cum sit edy—ydxz= rrdd, sequitur aequatio orbitae ad Coordi- 


natas polares relatae, 


a? 


sing ft cosyp dy — cosg [4 sinpdp-- sing —y cosp 


Hac formula si exprimitur # per ®, habetur tempus formula, 


Ir = n rrdd, 


designante r Constantem Arbitrariam. 





r—_— . 
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$. 6. 


De motu puncti super data curva et in medio resistente. 


Supra demonstratum est motum puncti super data curva semper 
Quadraturis determinari, siquidem vires punctum sollicitantes neque a tem- 
pore neque a velocitate puncli directe pendeant sed solarum Coordinatarum 
functiones sint. Quae Propositio ita amplificare potest ul molus puncti 
super data curva definiatur Quadraturis etiam si viribus sollicitantibus, 
quae Coordinalarum puncti functiones quaecungue sunt, addatur vis re- 
sistenliae medü, function? lineari quadrati velocitatis aequalis, vel etiam 
expressa formula exponentiali, a+ be‘, idque sive medium uniforme sit 
sive eius densitas quacunque lege varialur. 


Sit enim Za(vv +) resistentia medii, designantibus a et d Constan- 
tes, atque sit r vis tangentialis a reliquis viribus sollicitantibus oriunda. 
Cum vires datae curvae normales omnes destruantur nec nisi vires tangen- 
tiales remaneant, erit. 

dv = [—4a(vv+b)+r]di, 
sive, 
1. 2vodvtavvds = (Ir—ab)ds. 
Unde multiplicando per e“° et integrando oktinetur, 
2. e® vv = 2Je"rds—be” tu, 


designante & Constantem Arbitrariam. Cum data sit curva super qua punctum 
movetur atque vis sollicitans solarum puncti Coordinatarum functio sit, ex- 


primi poterit vis tangentialis per Arcum s, quo facto formula antecedens 


tantum Quadraturam poscit. Altera Quadratura ex aequalione, d’= E 


obtinetur relatio inter tempus et arcum, 


je ds 
t+7 u 0 nee | 


designante r Constantem Arbitrariam. 





3. 


Reductio ad Quadraturas succedit etiam si in formula legem resisten- 
tiae exprimente quantitates «a et d non sunt Constantes sed quaecunque Co- 
ordinatarum functiones, quemadmodum inter alia fit, si medii densitas varia- 
bilis est. Aequatio (1.) enim per notas methodos integraiur, designantibus 
a, b, T quascunque ipsius s funcliones. 

















2. (0. 6. J. Jacobi, de motu puncti singularis. 


Sit jam resistentia medio data per formulam, 


abe“; 

erit, 

dv = [—a— be” + r]dt, 
ideoque, 

vdv = [—a—be“' + r]ds, 
SIVe 

e”[vdv+ (a—r)ds] +bds = 0. 

Ponatur 


ww, 
sequitur ex aequatione antecedente, 
dw +2c(r—a)wds = 2chds. 
Unde posito 
4. 2er —a) ds = 8, 
sequitur 
ew = 2c [be’ds, 


ideoque 
>. oo a ET 2ce fbeids. 


Hac formula si determinatur v, invenitur Z per formulam, 


i= f =, 
Cum data sit curva super qua punctum moveri debet, invenitur S per uni- 
cam Quadraturam. In formulis antecedentibus ipsa quidem c esse debet 
Constanus, sed quantitates a et 5 sive Constantes esse possunt sive Coor- 
dinatarum puncti functiones quaecunque. Unde formulae praecedentes etiam 
ad motum in medio non uniformi valent. 


Motus penduli in medio resistente si quidem vis resistentiae proportionalis est quadrato , 
veloeitatis plus constanti. 

Ut habeatur exemplum, consideremus motum penduli in medio re- 
sistente. Curva super qua punctum moveri debet erit circulus verticalis, vis 
sollieitans gravitas; ponamus porro medii resisteniiam 4a(vv +5), de- 
signantibus @ et b Constantes. Sit 2 longitudo penduli, ® angulus penduli 
cum verticali, 9 gravitas, erit 

ds = ld4®, Tr= —ysudß = 4gy—l le’! — e-/-1], 


Hinc fit. 


fe is = Igly—  L rcaheas — e4-Y-19140, 

















2. C. 6. J. Jacobi, de motu puncti singularis. 


de 
” eyV—i eyV—ı al 


—=üs as Tr, ie en 
" fe vos m er 1 a al— y—1 
= ran zleosp — alsinp]. 
Quibus in formula (3.) substitutis obtinetur, 
6. 2 31 
; a1 
ubi & et r sunt Constantes Arbitrariae. Quae nota est formula. 
Si punctum liberum nulla vi sollicitatur praeter tangentialem, qualis 


est vis resistentiae medii, motus secundum lineam rectam fit. Sit f(v) vis 
resistentiae, erit 


ldop 
|? 
(cosp— alsinp) + «er“!v — o\ 





dv = — f(v)dt, ideoque vdv = — f(v)ds, 
unde sequitur, designantibus « et ß Constantes Arbitrarias, 
vdv "dv 
m = Ser ale ei" 7; Taken 


Si punctum, nulla vi sollicitatum praeter resistentiam medi, in data linea 
aut superficie moveri debet, eaedem valebunt aequationes (4.) inter arcum, 
velocitatem et tempus. Posteriore casu fit motus in linea superficiei bre- 
vissima, prorsus ac si punctum nullis omniuo viribus sollicitatur; quippe re- 
sistentia nonnisi motus velocitatem mutat. 


$. 7. 
De curva ballistiea. 

Summus Geometra Johannes Bernoulli in Actis Lipsiensibus ad a. 
1719 motum puncti gravis in medio uniformi resistente ad Quadraturas re- 
vocavit, quoties resistentia cuzcungque velocitatis potestati proportionalis est. *) 
Provocatus enim ut motum pro resistentia quadrato velocitatis proportionali 
construeret, stalim generaliorem quaestionem solvit. Ill. Legendre Ballisti- 
cam docuit ad Quadraturas revocari, si resistentia proportionalis est quadrato 
veloeitatis plus Constanti.”*) Cum neque haec neque illa quaestio in {rac- 
tatibus mechanicis inveniatur, paucis examinabo Ballisticam si resistentia me- 
dii est proportionalis euicunque velocitatis potentiae plus Constanti. Quae 
suppositio utramque questionem illam amplectitur. 





*) Ipsa qua usus est Analysis legitur in Actis Lips. ad a. 1721. 
“@)  Legendre sur la question de Balistique Berl. 1782. pag. 59. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft1. | 4 
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Sit resistentia @+5v”, designantibus @ et 5 Constantes, fiunt aequa- 
tiones dynamicae, 


in Se | ae BE 
u = 7 re, 
Br BL 
re Me 


E quibus sequitur, 
(a+bv')(’dy'—y’da') = yvda', 
unde ponendo z’=vcosr, y’=vsinn, fit, 
v(a+bv")dy = gdx’ = g[eosydv — vsinydn], 
sıve 
g.cosy.v"H) de— (a+gsiny)v”dy = bdn. 
Ponamus partem laevam aequationis antecedentis per idoneum facto- 
rem multiplicatam evadere aequalem differentiali, d.Mv”, erit 
dM _ n(a+-gsiny)dn 
_ der gcosn 





? 


unde 


1. M= cosy”.tang (45° +4n)®, 


atque ipse Multiplicator evadit, 
nM 
geosy" 
Hinc naneiscimur Integrale 
2. Mit — —X PABEN 


g cos 7 





Quae valet formula, si 5 est quaecunque ipsius n functio; valeret 
etiam si insuper @ ipsius n functio supponitur, dummodo in expressione (1.) 
alterum ipsius M factorem mutas. 





Ponatur 
r = tang(45°)+4n), 
unde 
cosn —- m sin -— AM et. dy =—— dr 
i 1+rr’ . 1+rr’ cosn Br 
Hinc ponendo 
E ce 
g ’ 
eruitur 
.. Ka PN EIER 
Unde 


. YM = — r rat, 


quae formula finita evadit quoties rn est numerus positivus integer. Prae 





3 ER a 








2. (0.6. J. Jacobi, de motu puncti singularis. 


ceteris evadit simplex ipsius v expressio per 7, si supponitur, 
a n-t-2 
—- —c= 
g n 

tum enim e formula antecedente fit, 


nb 


her tr ta, 
designante & Constantem Arbitrariam. 
Determinata v per 7, formulae generales dabunt ipsarum x, y, £ ex- 
pressiones per eandem quantitatem solarum Quadraturarum ope. Designante 
enim W resistentiam, habentur aequationes, 





2 £' 1 By, - y' 
a EU ED 0? 
unde 
W(xdy'— y’de’) = gvde', 
sive 


5. vWdy = gd«". 


Ex his formulis sequitur 








vd.x' udn ._ vdr 
u re et 
‚2.d Ivvdr 
6. dx = x’dt — nd m . 
g g(i-+rr) 
Er TEEN a Er 
dy u Y dt aa ie g mac gr(i+rr) . 


Substituendo in his formulis generalibus expressionem velocitatis » per + 
vel r et integrando, ipsarum Z, x, y valores prodeunt. Si in formulis (3.) 
et (4.) ponitur a=c=0, n=2?, formulae vulgo traditae obtinentur. 
Reductio ad Quadraturas succedit etiam si resistentia exprimitur for- 
mula, a+bdlogv. Quam ulterius non persequor hypothesin enm a natura 


abhorreat et formulis antecedentibus subsummatur seribendo ipsarum a et 5 
b b 
loco a—— et — ac deinde ponendo n = 0. 


Veteres autores ut approximationes obtinerent, praeeunte Neutono 
Constantis 5 loco functiones ipsius 7 ponebant non multum variantes et pro 
ipsis dv, 2, y, £ faciles Quadraturas suppeditantes. Cujus rei exempla varia 
in Commentatione ill. Legendre videas; sed ejusmodi approximationum me- 
thodi nimis vagae videntur. 
Reg. d. 27 Martis 1842. 
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3. 


Demonstratio Nova Theorematis Abelıani. 
(Auct. 6. G. J. Jacobi, prof. math. ord. Regiom. ) 





1. 


pP roponantur inter n variabiles A,, Ar, -... A, alque variabilem ? aequa- 
tiones differentiales primi ordinis, 











w'® di, An 
trend 
),d), ),d), An Ab, 
gar Tr 
22 d), 12. d), 22 dA. 

. Jared Fra Fa) fe 
tn. rt 
Fo) T v0) ° tz EM 
a a A u 

v0) tea tan "Mr 





designante f(X) functionem quantitatis A ordinis (Ir— 1)". Ponendo 

N, = (RN) OA). um), 
ubi factor evanescens (A;—X,) omittendus est, ex aequationibus: (1.} se- 
quuntur hae: 


a. a A din _ VER 


- a er Wi. Ss ee 
Substituendo enim (2.) aequationibus (1.) satisfieri per formulas notas alge- 
braicas constat. Formularum (1.) sponte habentur Integralia transcendentia; 
earundem ut inveniantur Integralia algebraica, antemittam Lemma e theoria 





fractionum simplicium petitum. 
2. 

Dedit olim ill. Lagrange in Actis Acad. Berol. a. 1792 hujusmodi 
formulas pro discerptione fractionis in simplices, quae mutationem non sub- 
eant, si plures denominatoris factores inter se aequales existunt. (Quas for- 
mulas cum ill. autor sine demonstratione proposuisset, addita demonstratione 
iractavi in Commentatione „Disquisitiones Analyticae de fractionibus simpli- 
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cibus” (Berol. 1825 ap. Herbig). RBevocavi eo loco Propositionem La- 
grangianam ad hanc: 
Y%() 


i Fractione it cujus denominator D(x) factorem c— a continet, in 
a fractiones simplices resoluta, eam fraclionum simplicium parteın, quae 
x r . “ . . 

. ex ıllo factore orlum ducıt, quotiescungue eum contineat denominatur 
= 


u . . ° .oıe 1 “ D . “ 
O(x), aequari Coefficienti termini —.- in evolutione exwpressionis 
v(2+h) 
y(z+h)(e—a—h)’ 
secundum ascendentes quantitatis h potestates facta. 








Demonstrationem simplicem hujus Propositionis videas in Comm. eit. $. 10. 
Eandem Propositionem etiam sic exhibui (I. e. $.7.), 
S: summa factoris 2 —ı potestas per quam denominator D(«) divid: 
potest est (c—ı)” alque ponilur 


v(z) _ Ile) 
px)  (a—a)m? 





Aggregatum fractionum simplicium, quarum denominatores fiunt ejus 
factorts potestates, aequaltur quantitati 
e Il« 
1 EN En 
1.2....(m—1)" dar-ı *° 
Sit Y(A) functio ipsius A integra ralionalis ac proponatur fractio 
wei) 
[dA—A,) (A — 25)... (A—An)]” 
in fractiones simplices resolvenda. Secundum Propositionem antecedentem 
fit Aggregatum fractionum simplicium e factore A—X, provenientium, 














or—i w(}x) == un 
1 NT I—ı 
1.2....(m—1) or 


Unde totum systema fractionum simplieium, in quas fractio proposita resol- 
vitur, aequatur Aggregato, 








ori v (2x) ae 3 
1 S N 3. EM 
1.2....(m—1) oa . 


summatione extensa ad indieis k valores I, 2, .....n. Facta evolutione 
secundum potestates ipsius A descendentes, obtinemus hanc Propositionem : 
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er % (A) " 
Evoluta fractione GG). Gm secundum poteslates quan- 





fitatıs N descendentes, Cocfficientem termini FT] aequari quantitatı, 








pl 
Om-1 1, w(h) 
y yr 
2 guy Passastee N 
1.2....(m—1) o% 


Haec Propositio valet etiam si nominatoris Y(a) gradus gradum denomina- 
toris mn superat; eo enim casu fractionibus simplicibus accedit functio in- 
tegra rationalis qui est divisionis Quotiens; e functionis integrae rationalis 
evolutione autem potestates negativae r provenire nequeunt, unde formula 


antecedens' non mutalur. Si denominatoris gradus numeratoris gradum su- 


ARE N 
perat 2 unitatibus, evolutio proposita terminis PIEISTEIREEZ Sr caret. Eo 


igitur casu quantitates, 


ad 2 y(A,) 
= N, F 
Oh, 


pro ipsius p valoribus 1, 2, .... 2—1 evanescunt. Ad sequentia tantum 
egemus formula in uu:=?, p=1, n=N. (Quam suppeditat sequens 








Lemma. 
Sit L (X) functio quantitatis N integra rationalis (In—?)" gradus, erit 
„ Y(A,) 
"NM 
Oh, 


2 == D). 





Hoc Lemmate comprobato ad propositum redeo. 


3. 
Sit m—X factor functionis (X) quieunque, unde posito, 
Ri. AR 
m—ı N; 
fit d(A) funectio rationalis integra (In — 2)" gradus. Sit br. c., 
dh, E d? }, 
u u: 


erit secundum formulas (2.) $. 1., 
a _ Wa, 
vm—ı,) N, 
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Unde rursus differentiaudo et substituendo valores quantilatum \,. X; etc. 


e $. 1. petitos obtinetur, 


























hr 1407 (},)) 
d. Ge ne 
s vim— 4) TR N, wi) 
"m —),).dt Zn Oh, N, 
(m—4.)0 
+ < vw) vor (2) Br 
Y(m—4,) y(m — 3.) Pe N,0 h. 
summationis signo pertinente ad indieis superscripti valores 1, 2, .... n 
omnes praeler @=k. Fit autem 
var (Ay) va) Pe 
‘ N, 1407 A) Er NN, j N, ar ii A | 
> ra a Sk: o), ER Wh. 
Unde e (1.) fit advocato Lemmate demonstrato, 
RR, 
Om) Ki VWwa) VCv (A) A 
vYm—i)dt Vvm—ı)yvm—a)N,N, 3, —4, 
Summa duplex in formula praecedente perlinet ad omnes valores 1, 2,.... n 


quos uterque index 2 et Ak induere potest, exclusis valoribus aequalibus 
:—=k. Si quantitati sub signo duplici summationis collocatae additur altera 
e commutatione indicum 2 et & proveniens, summatio tantum extendi dehet 
ad combinationes diversas indicum 1, 2, .... 2, ita ut e positionibus ? — u. 
k=ßei=ß, k=u, altera tantum eligenda sit. Quod si de summa du- 
































m— h. m — hy 
plici statuimus alque observamus fieri, EZ + m; = 1, expressio ante- 
cedens in hane abit, 
i 
36 elle 11% 
2, V k) = SS (vw (2,)) VE A) Tr SS _——_ ER 
YIm —ı,) dt Yy(m—},)y(m—A,) N, IV, (m —A,;) (in -— 2) 
ET PER. ir 
 AIBH—,, ” m—}, 
PIEK x x En 
a e.. ne m EN 12. DER 
?: lim—),)? + 1, NT km An)? 
Fit autem, 
i 
d. 
k v(m—),) k a h, aAr 
V =2 [= we +2 2 ;|- 
(m —A,)dt m— hy (m—A,) 
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Unde aequatio (2.) in hanc abit 

















. ’ x 0) 
— 1 ee Pils: -, Wo ii „rd 

3. 0 == Han m—}, +) 
x Be: : A An 

u rar T m—))? r Aa, 











2 ar Ex 
—( m—h, + m—), +a2ir) 
Ponatur 


4. y=vl[ım—X) (m—X:) ....(m—X1,)], 
si insuper fit w=Jlogy, erit 


er... I ne. ] 
ee Ca 


Fit autem 

















du __ i 4 BR L,, 
ra ı( m—), m—ı, " =) 
eu _- Et SE u. Ah, 
Me ee ” (m—31,)2'""" + En) 


7 “ “u 
— 1 ( Mh h, _— + en —) 
- = eo... 
- \m— u Mm — hg m —/n ö 


unde aequatio (3.) per 2 divisa, in hanc abit 


du\? d?u 
=) te 




















sıve | 
FR: li 
‚ _VR; 
Qua formula integrata et subslitutis valoribus, X; del ‚ obtinetur e (4.) 
„day _ (_YEa)) Vf) A 
nad. “ er Tan, dh ı ER) = Const. 


Haec formula constituit Integrale algebraicum aequationum differentialium 
propositarum ex eoque obtinentur 22 —1 Integralia algebraica, pro singulis 
funetionis f(N) factoribus linearibus m —X. Sufficit autem numerus na —1 
ad relationes algebraicas inter n variabiles A,, Ar, ++». A, condendas. Non 
immorabor hie formulae 


© Y(f0)) FR) 
Const. = Fr: Mn ” (m—1,)N, v er 


e theoremate Abeliano deducendae. Quas res apud cl. Zkichelot videas in 
egregia Commentatione qua Lagrangianam integrationis methodum pro n=2 
exhibitam amplificatum it ejusque methodi adiumento duo Integralia alge- 
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braica pro ipsius rn valore quocunque, immo pro forma functionis f(X) gene- 
raliore eruit. Et forte methodum quoque antecedentibus a me usurpatam qua 
euncta Integralia algebtaica obtinentur, pro amplificatione methodi Zagran- 
gianae habere placet. 

Si ipsi f(X) formam tribuis functionis rationalis iutegrae In ordinis, 


. . . m nz 
per substitulionem obviam A = a, problema ad eum casum revocas 


quo f(A) tautum (?r — 1)" ordinis est. Illo casu generaliore non amplius 
evanescit summa, 





FRRAU 
4 MN, 
Sy 


sed ea summa cum secundum ea quae $.2. demonstravi, aequet Coefficien- 
tem termini - in evolutione quantitatis, 
v(A) 
KA—A,)(A—A,).2..(A—An)]? ° 
aequalis evadit Constanti —c, si quidem eX”” est altissimus functionis (A) 
terminus. Hinc aequatio antecedentibus inventa, 


DIE 





in hanc mutari debet, 

du\? d? u 

z) dr 35 E27 
unde sequitur aequatio haec, 


d?y 
dt? u 10.Y; 





quae multiplicata per 2.2 et integrata suggerit, 

dy\? 

(7) = tery+a, 
designante & Coustantem Arbitrariam. In qua formula si substituuntur quan- 
dy . ’ 
titatum y et 77 valores (4.) et (6.), proveniunt Integralia algebraica for- 


mae functionis f{A) generaliori respondentia. 


4. 


Coronidis instar hoc addo. Qwicungue sit funclionis f(N) gradus 
si designante m —N factorem eius quemcunque vocamus (m), Coeflicientem 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 1. 5 
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termini I in evolutione quantitatis, 
HAOR 
m—) 
[RA —A,)A—R,)....(d—R,)]? ? 
suggerit Analysis antecedentibus adhibita formulam, 


(teten = 
Unde multiplicatione per y facta prodit, 
Fi tiyam) =0. 
Sit y, altera functio, ipsius f{A) factori 2, —X respondens, ita ut habeatur, 
y=vlm—N)m—Nn)...(m—X,)], 
yı= vlmı— X) (a —R,)....(m—N,)], 


P 




















erit, 
d? d 
rum) =0, Tettınm) = 0, 
unde 
d’y, d’y } 
4 v5 TEE riry lm)—(m)] = 
1 1 wm z ». 5 
ER au ya u nen © aequabit (m,)—(m) Coeflicien- 
{em termini wi in evolutione quantitatis, 
fü) 
(m —).)(m, —A) 





[a-1,)90-3,).... Bm 
multiplicatum per m—m,. Quem Coefficientem designo per (m, m,), unde fit, 





day, di 
yar-nzat sr rnamm) = 0, 
unde integratione facta, 
dy, 
nt Srvm m) dt = 0. 





Quae docet formula, zntegrale f: yyı(m,m,)dt valorem obtinere algebrai- 


cum. Sit ex. gr. functio f(X) gradus (?r +1)" eiusque summus terminus 
eN’”*, erit (m, m,) = c ideoque ar formulam 6. $. pr. eruitur, 


dy, dy 
e. Sınd= „li -nz] 
an fa». ea) Vf On)) 
TR BE * (m—),)(m,—,) N, ..r ch 
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Si m= m, atque 
v(fN) = (m—NyV(FW), 


aequatio antecedens in hanc abit, 
3. Tuutkemeng‘ .(m—ı,)dt = 
2 m— A) (m—X,)....(m—N,) (E AD 4 NEO) 12 VROM)) 





m—),) N, | N, (m— 1.) N, 
Convenit ut in genere novo formularum exemplum addere. Sit quod 
est simplicissimum, 


[N=vVM) 
n=0, c=1, Fi)=—yvM); 


erunt aequationes differentiales propositae, 


db, Eu dh, —d, 


unde 





e quibus oh (3.) fieri debet, 


va 24,2, 
Ssundt= 21. une = hr: 


Aequationes differentiales propositae suggerunt, 








1 En za 
yas ty u EZ, - T7, = —it, 
“ “ 1 
designante & Constantem Arbitrariam; unde ponendo — —— = u fit, 
Y(A,4,) 
= —ı"+3tu, 


t? dt —6 
Srirdı . ren = ar — are 
Fit auem YA, ty = —4y(A,\,)i, unde 
a 
Yı,tvVa, tu at+y;t1:’ 


ideoque /A,r.dt — er ‚gq.d. e. 


Regiom. d. 5 Maii 1842. 
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4. 


Ueber die Construction der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, von welchen beliebige neun Puncte gegeben sind. 


(Vom Hrn. Dr. Hesse, Privatdocenten an der Universität zu Königsherg.) 





1. 


Es ist eine für die Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung wichtige und 
von den Geomelern oftmals zur Lösung empfohlene Aufgabe: 
„Mit Hülfe von 9 beliebigen Puncten einer Oberfläche zweiter Ord- 
„uung einen beliebigen zehnten derselben Oberfläche auf lineäre Weise 
„zu construiren.” 
Soviel ich weils, ist bis jetzt keine Auflösung der vorliegenden Aufgabe 
veröffentlicht worden. In den folgenden Paragraphen werde ich eine in 
ihren Prinzipien einfache, wenn gleich in der Ausführung weitläufüige Auf- 
lösung jener Aufgabe auseinanderseizen. 


2. 


Diese Auflösung beruht auf der Anwendung folgendes Lehrsatzes: 
„Die Polar-Ebenen eines beliebigen Punctes P in einem Systeme 
„Oberflächen, welche durch sieben gegebene Puncie hindurchgehen, 
„schneiden sich in einem und Uemselben Puncte Q. 
Um diesen Lehrsatz (den ich irgendwo gelesen zu haben mieh erinnere, 
und der auch aus dem unten *) angegebenen, von Lame aufgestellten Saize 
leicht sich ableiten läfst}) zu beweisen, nehmen wir an, U, V, W seien 
beliebige homogene Functionen des zweiten Grades zwischen den Varia- 
beln x, y, 2, p. Wir bezeichnen die Ausdrücke 


\ 





*) Wenn man den Punct P in die Unendlichkeit fallen läßfst, so erhält man den 
Satz: 
„„ Die parallelen Diameter conjugirten Diametral-Ebenen in einem System Oberflächen 
„zweiter Ordnung, welche durch 7 gegebene Puncte hindurchgehen, oder, was 
„dasselbe ist, welche alle dieselben Sehnittpuncte haben, treffen in einem und dem- 
„selben Puncte zusammen.” 
Diesen Satz stellt Lame in seinem Werke auf: Examen des differentes methodes 
employees pour resoudre les problemes de Geometrie p. 57. 
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au OU |, _oU su av oV oV oV 
“32 Fy dr +25; +Pı op’ a 9 +% dr +3 F 7 +Ppı O» ; 


oW oW oW oW 
25 try, ra rm, 


. respective durch U, V,, W,. Nimmt man nun die Gröfsen eo a 5 
für die Coordinaten eines beliebigen Punctes im Raume, so stellen die Glei- 
chungen U=0, Y=0, W=0 drei beliebige Oberflächen zweiter Ord- 
nung dar und die Gleichung 
„U + nV + 9 W= 0, 

in welcher die Coefficienten x, X, % willkürlich sind, stellt jede beliebige 
Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche durch die gemeinsamen Schnitt- 
puncte der drei erwähnten Oberflächen hindurchgeht. Wir können also 
sagen, dafs die letzte Gleichung das System Oberflächen repräsentire, 
welches durch die gemeinsamen Schnitipuncte der drei Oberflächen sich 
legen läfst. Die Anzahl der erwähnten gemeinsamen Sehnittpuncte ist 8. 
Allein da jede Oberfläche zweiter Ordnung, die durch 7 gegebene Puncte hin- 
durcbgeht, noch einen durch die 7 bestimmten achten Punet trifft *): da ferner 
j:de beliebigen 7 Puucte als Schnittpuncte von drei bestimmten Oberflächen 
zweiter Ordnung betrachtet werden können, so stellt obige Gleichung, mit 
passend gewählten Functionen U, V, W des zweiten Grades, das ganze 
System Oberflächen zweiter Ordnung dar, welches durch 7 beliebige Puncte 


im Raume hindurchgeht. Bezeichnet man nun durch en. A, =ı die Coor- 


1 r Pı 

dinaten eines bestimmten Punctes P im Raume, so ee, die Glei- 
chungen U, =0, V,=0, W,=0 die Polar-Ebenen des Punctes P re- 
speetive für die Oberflächen U=0, V=0, W=0 und die Gleichung 

„U, +, +uW, = 0 
repräsentirt das ganze System Polar-Ebeuen des Punctes P in dem Systeme 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die 7 erwähnten Puncte hin- 
durchgehen. Da aber die letzte Gleichung für den Schnittpunct Q der Polar- 
Ebenen T,=0, N, =0, W,=0 erfüllt wird, so geht das ganze System 
Polar-Ebenen durch eben diesen Punet hindurch. Die Puncte P und O 
können wir, mit Herrn Professor Steiner, zugeordnete Pole in Rücksicht 
auf jede Oberfläche des Systems nennen. Denn jede dieser Oberflächen 
schneidet die Grade PO in harmonischen Puucten. 





*) Man vergleiche Crelle’s Journal Bd. %0. S.297, Theorema 8. 
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3. 
Es bietet sich nun zunächst folgende Aufgabe dar. 


Aufgabe. 1. 
„Wenn beliebige 7 Puncte des Raumes gegebefl sind (welche wir durch 
„1,2, 3, +... 7 bezeichnen wollen), und aufserdem ein Punct P: so soll 
„man den harmonischen Pol Q des letztern construiren, in Rücksicht 
„auf das ganze System Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
„die 7 Puncte hindurchgehen.” 


Die Auflösung dieser Aufgabe zerfällt 1) in die Construction der Genera- 
iricen von drei Hyperboloiden, welche durch die 7 Puncte gehen, 2) in die 
Construction der Polar-Ebenen des Punctes P rücksichtlich dieser Hyper- 
boloiden, welche Ebenen sich in dem gesuchten Puncte Q schneiden werden. 


1. Es ist leicht zu sehen, dafs, wenn man die Puncte 1, 2 und 
3, 4 durch zwei gerade Linien verbindet und durch die übrigen Puncte 5, 
6, 7 die drei Linien zieht, deren jede die beiden ersten schneidet, dafs dann 
diese drei Linien die Generatricen eines Hyperboloids sein werden, welches 
durch die 7 Puncte hindurchgeht. 

Man erhält auf diese Weise noch zwei andere Hyperboloiden, wenn 
man die 4 ersten Puncte mit einander vertauscht und die drei letzten unge- 
ändert lälst. Es lassen sich auf die beschriebene Weise durch Vertauschung 
aller Puncte dreimal die Zahl der Combinationen von 7 Elementen zur drit- 
ten Classe, also 105 Hyperboloiden angeben (wenn nicht einige derselben 
zusammenfallen), welche sämmtlich durch die 7 Puncte hindurchgehen. 


2. Es bleibt nun noch zu zeigen übrig, wie man die Polar- Ebene 
des Punctes P für eins von den 105 Hyperboloiden construiren könne. Zieht 
man zu diesem Zwecke durch den Punct P drei Linien, von welchen jede 
durch zwei Generatricen des in Rede stehenden Hyperboloids hindurchgeht, 
so werden die Schnittpuncte Puncte der Oberfläche sein. Construirt man 
daher auf jeder von diesen J.inien den 4ten, dem Puncte P correspondiren- 
den harmonischen Punct, so liegen die drei construirten Puncte auf der 
Polar-Ebene des Punctes P und die, die drei Puncte verbindende Ebene 
wird die gesuchte Polar-Ebene des Punctes P sein. | 

Der gesuchte Punct Q ergiebt sich nun als der Schnittpunct von 
drei solchen Polar- Ebenen des Punctes P, welche sich auf drei verschie- 
dene Hyperboloiden des Systems beziehen. 
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4. 


Der vorhergehende Paragraph enthält die Elemente zur Lösung der 
folgenden Aufgabe: 
Aufgabe 2. 
„Die Polar-Ebene eines beliebig im Raume angenommenen Punctes P 
„rücksichtlich einer Oberfläche zweiter Ordnung zu construiren, welche 
„durch irgend 9 in ihr beliebig gegebene Puncte bestimmt ist.” 
Sondern wir von den gegebenen 9 Puncten 1,2, 3, .... 9 die beiden 
letzten ab und construiren zum Puncte P den harmonischen Pol O in dem 
Systeme Oberflächen, welche durch die Puncte 1, 2, .... 7 hindurchgehen, so 
ist dieser Punct allen Polar-Ebenen des Punctes P in dem Systeme ge- 
meinschaftlich. Da aber unter den verschiedenen Oberflächen des Systems 
sich auch diejenige befindet, welche durch die 9 Puncte bestimmt wird, so 
mufs der Punct Q rücksichtiich dieser Oberfläche in der Polar- Ebene des 
Punctes P liegen. Wir sind also im Stande, indem wir die 9 Puncte mit- 
einander vertauschen, auf die angegebene Weise so viel Puncte Q der ge- 
suchten Polar-Ebene von P zu construiren, als sich 9 Elemente zur zwei- 
ten Classe combiniren lassen, d. i. 36 Puncte. 
Wenn wir demnach drei von diesen Puncten bestimmen und eine 
Ebene durch dieselbe legen, so mufs dieselbe die gesuchte Polar - Ebene 
sein, und die ührigen 33 Puncte werden in ihr liegen. 


>. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen ergiebt sich nun die Auf- 
lösung der $.1. vorgelegten Aufgabe wie folgt. 

Man nehme im Raume einen Punct P beliebig an, construire die 
Polar-Ebene dieses Punctes rücksichtlich der durch die gegebenen 9 Puncte 
bestimmten Oberfläche 2ier Ordnung, verbinde den Punct P durch eine 
gerade Linie mit einem der gegebenen 9 Puncte und bestimme zu letzterem, 
dem Schnittpuncte der Polar- Ebene mit der geraden Linie und dem Puncte P, 
den coujugirten harmonischen Punct R: so liegt dieser auf der durch die 
9 Puncte bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Bewegt man endlich den Punct P durch alle Puucte des Raumes 
oder einer beliebigen Ebene, so beschreibt der entsprechende Punct R die 
gesuchte Oberfläche zweiter Ordnung. 
Königsberg am öten Februar 1842. 
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>. 
Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid. 


(Vom Hın. Dr. Hesse, Privatdocenten an der Universität zu Königsberg.) 





W oenn drei gerade, im Raum willkürlich liegende Linien a, d, c von drei 
andern «‘, 5‘, c‘ geschnitten werden, so kann man die Linien aa‘, bb‘, 
cc’ als die gegenüberliegenden Seiten eines Sechsecks betrachten, dessen 
aufeinanderfolgende Seiten wc’, ba’, cd’ sind. Die gegenüberliegenden Eckeu 
dieses Sechsecks bezeichnen wir durch 4A’, BB', CC’, in der Art, dafs die 
Linien cb‘, ac’, ba‘, be’, ea’, ab‘ respective in A, B, C; A‘, B', C’ zu- 
sammenlaufen. Alsdann bemerkt man leicht, dafs die drei durch die gegen- 
überliegenden Seiten des Sechsecks gelegten Ebenen sich gegeuseitig in 
den drei Diagonalen AA’, BB’, CC’ schneiden. Da aber diese Ebenen 
in einem Puncte p’ zusammenstofsen, so werden sich die genannten Dia- 
gonalen in eben demselben Puncte schneiden. 

Auf gleiche Weise schneiden sich die Ebenen der gegenüberliegenden 
Winkel des Sechsecks in drei geraden Linieu, welche in einer und derselben 
Ebene P” liegen. Denn verlängert man die gegenüberliegenden Seiten 
des Sechsecks au‘, bb’, cc’, bis sie sich respective in den Puncten 4, 
B', ©’ schneiden, so werden die Linien 4’ B’, B’' CC’, C'' 4‘ die Schnitt- 
linien der Ebenen der gegenüberliegendeu Winkel CC’, AA’, BB’ sein. 
Da aber Jiese Linien das Dreieck A'B’'C'’ bilden, so müssen sie in einer 
und derselben Ebene liegen. 

Durch die 6 Linien a, b, c, a‘, b‘, ce‘ läfst sich ein Hyperboloid le- 
gen. In Rücksicht auf dieses Hyperboloid sind ABC, A’B’C’ die Tan- 
girungspuncte der Ebenen, in welchen die durch dieselben Buchstaben be- 
zeichneten Winkel des Sechsecks liegen. Die Ebenen der Winkel A und 
4’, welche zugleich die Tangenten- Ebenen des Hyperboloids in den Puncten 
A und 4’ sind, schneiden sich in der Linie, welche wir durch BC” bezeichnet 
haben. Diese Schnittlinie der Tangenten-Ebenen ist aber die reciproke Po- 
lare der Verbindungslinie der Tangirungspuncte AA’. Auf gleiche Weise 
werden die Linien CA” und A“B’' als die reciproken Polaren von BB‘ 
und CC’ erkannt. Da aber die Linien AA’, BB’, CC’ sich in einem Puncte 
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p‘' schneiden, so müssen ihre reciproken Polaren in der Polar- Ebene des 
Punctes p’ liegen. Es ist mithin die Ebene P’ die Polar- Ebene von p“. 
Diese Bemerkungen lassen sich, wie folgt, zusammenfassen. 


Lehrsatz 1. 


Wenn man auf einem Hyperboloid ein geradliniges Sechseck be- 
schreibt, so schneiden sich die drei Diagonalen, welche die gegenüberlie- 
genden Ecken des Sechsecks paarweise verbinden, in einem und demselben 
Puncte, und die Ebenen der gegenüberliegenden Winkel des Sechsecks 
schneiden sich in drei Linien, welche in der Polar-Ebene des gemeinsamen 
Schnittpunctes der Diagonalen liegen. 

Die :blofse Anschauung, der beschriebenen Figur lehrt, dafs dieselbe 
in allen ihren Theilen vervollständigt werden kann: 1) wenn die 3 Linien 
a, b, c und der Punct p’ gegeben sind, oder 2) wenn die 3 Linien a, 2, 
c und die Ebene P’ gegeben sind. Die Vervollständigung der Figur im 
ersten Falle kommt mit der Lösung folgender Aufgabe überein. 


Aufgabe 1. 

Wenn drei Generatricen a, 5, c eines Hyperboloids und ein beliebi- 
ger Punct p‘’ gegeben sind, die Polar-Ebene dieses Punctes zu consiruiren. 

Läfst man, um die Polar-Ebene P’ des gegebenen Punctes p‘ zu 
bestimmen, eine Ebene durch »° und « gehen und verbindet die Schnitt- 
puncte dieser Ebene mit den Linien d und ce durch eine Gerade «‘, legt 
hierauf eine zweite Ebene durch p‘‘ und 5 und verbindet die Schnittpuncte 
dieser Ebene mit a und ce durch eine Gerade 5‘, legt endlich eine Ebene 
durch »’ und e und verbindet die Schnittpuncte dieser Ebene mit « und 5 
durch eine Gerade c‘, so sclıneiden sich die Linienpaare aa’, bb’, cc’ in 
drei Puncten A’, B', C', durch welche die gesuchte Parallel- Ebeue hin- 
durchgeht. 

Im zweiten Falle hat man die folgende Aufgabe. 


Aufgabe 2. 

Wenn drei Generatricen a, 5b, c eines Hyperholoids und eine Ebene 
P‘' gegeben sind, den Pol dieser Ebene zu construiren. 

Die 3 Linien a, b, c schneiden die gegebene Ebene P in drei 
Puncten, welche wir durch A‘, B’, C'' bezeichnen. Durch diese Puncte 
ziebe man die drei Linien a‘, 5’, c‘, von welchen die erste 5 und c, die 
zweite c und a, die dritte « und 5 schneidet. Legt man alsdaun 3 Ebeuen 

Creile’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Hft.1. 6 
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durch aa’, bb‘, cc‘, so schneiden sich dieselben in dem gesuchten Pole p“ 
der Ebene P’.*) 

Die 6 Linien a, db, c, a‘, b’, c‘ bilden 6 Sechsecke , 7’, #'', u, u, 
»“‘, welche wir, indem wir die gegenüberliegenden Ecken eines jeden 
Sechsecks zusammenstellen, durch folgendes Schema ausdrücken wollen : 


7'...44', BB‘, CC’, u... AB, A'B', 4"B", 
Ken AA" BB CC", 7 ..BEC, BC, B'C", 
Ze. A"AB'B ET a CA, Ca‘, C'4". 


Das Sechseck 7’ ist dasjenige, welches wir betrachtet haben. Von den 
übrigen Sechsecken gilt ebenfalls der Lehrsatz 1. Bezeichnen wir demnach 
die Schnittpunete der 3 Diagonalen der Sechsecke der Reihe nach durch 
p', p p's g; 9, 9/, so liegen die drei ersten in einer geraden Linie und 
die drei letzten in einer zweiten geraden Linie. Denn es liegen die Puncte 
p'', p, p/, respective auf den Geraden AA’, A'A', 4A. Da diese aber 
ein Dreieck bilden, so wird die Ebene des Dreiecks durch die drei Puncte 
p’', p; p‘ gehen. Eben so läfst sich nachweisen, dafs die Ebene des Drei- 
ecks B’BB'‘, sowie, dafs die Ebene des Dreiecks C’‘CC" durch die ge- 
nannten Puncte geht. Wenn aber mehrere Puncte zugleich in drei Ebe- 
nen liegen, so müssen sich die Ebenen in einer und derselben Linie schnei- 
den und die Puncte in dieser Schnittlinie liegen. 

Auf gleiche Weise liegen die Puncte g“, 4, g’ in den drei Ebenen 
ABC, A’B’C', 4"B''C'', welche sich deshalb in einer und derselben gera- 
den Linie schneiden müssen. 

Den Punct p‘‘ haben wir aber als den Pol der Ebene 4”B''C"' er- 
kannt. Eben so werden p und p»‘ die Pole der Ebenen ABC und 4'B’C' 
sein. Die gemeinsame Schnittlinie g’‘yg’ dieser Ebenen ist mithin die re- 
ciproke Polare der geraden Linie p“pp‘. Dadurch ist folgender Lehrsatz 


bewiesen. 


Lehrsatz 2. 


Die Seiten des auf dem Hyperboloid beschriebenen Sechsecks bil- 
den noch 5 andere Sechsecke. Jedem der 6 Sechsecke entspricht ein 
Punct, in welchem sich die Diagonalen schneiden, welche die gegenüber- 





*) Nimmt man die Ebene P“ in der Unendlichkeit liegend an, so wird der Pol 
p‘’ zum Mittelpunct des Hyperboloids, dessen Construction Hr. Prof. Steiner im 2ten 
Bande dieses Journals gegeben hat. 
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liegenden Seiten des Sechsecks verbinden. Diese 6 Puncte liegen auf 2 
geraden Linien, von denen die eine die reciproke Polare der andern ist. 

Wenn man die drei Generatricen a, db, c sich einer Ebene unendlich 
nähern läfst, bis sie in dieselbe ihrer ganzen Länge nach hineinfallen, so 
fallen auch die drei andern Generatricen a‘, 5’, c‘ und das ganze Hyper- 
boloid, im Grenzfalle, mit der Ebene zusammen. Die sechs genannten Ge- 
neratricen werden aber Tangenten eines Kegelschnittes, weil die Diagona- 
len der durch sie gebildeten 6 Sechsecke 7”, 7, z', »‘, », »’ sich respec- 
tive in den Puncten p”, p, p', 9°, 9, g', schneiden. Die beiden geraden 
Linien (p‘‘pp‘) und (g’‘yg‘) werden endlich harmonische Polaren des Kegel- 
schnittes, d. h. solche Linien, welche mit den durch ihren gemeinsamen 
Schnittpunct gelegten Tangenten des Kegelschnittes vier harmonische Li- 
nien bilden. Demnach können wir zu den Sätzen von Brianchon und 
Steiner: „Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnities bestimmen 60 um- 
schriebene Sechsecke; in jedem derselben schneiden sich die drei Diagona- 
len, welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden, in einem Puncte Y; 
die 60 Puncte P, welche den 60 Sechseckea entsprechen, liegen, zu dreien, 
auf 20 geraden Linien vertheilt,” noch hinzufügen, „dafs die 20 geraden 
Linien 10 Paare harmonischer Polaren des Kegelschnitts bilden.” 

Der Lehrsatz 2. kann mit andern Worten wie folgt ausgesprochen 
werden. „Wenn man auf einem Hyperboloid ein Sechseck beschreibt, so 
schneiden sich die Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken ver- 
binden, in einem Puncte, die Ebenen der ungeraden Winkel des Sechsecks 
in einem zweiten, und die Ebenen der geraden Winkel in einem dritten 
Puncte. Diese drei Puncte liegen in einer geraden Linie. Ferner schnei- 
den sich die Ebenen zweier gegenüberliegenden Winkel des Sechsecks 
und die Ebene, welche durch die Seiten der übrigen Winkel geht, in einem 
Puncte, welcher auf der reciproken Polare der genannten geraden Linie liegt. 

Königsberg am 8ten Juni 1842. 
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6. 
De Aequilibri formis Ellipsoidicis. 


(Auctore ©. O. Meyer, muneris Schol. Cand., vet. Semin. Phys.-Math. Regiom. sodali.) 





1. 


Jam diu notum erat massam fluidam homogeneam, forma gaudentem cor- 
poris Sphaeroidiei revolutione Ellipsis circa axem minorem geniti et cujus 
elementa lege gravitatis Newfoniana mutuo attrahuntur, in aequilibrio per- 
manere posse, si circa principalem axem minorem certa quadam celeritate 
uniformi rotetur. Constabat porro unam eandemque celeritatem rotatoriam 
respondere binis Sphaeroidis omnesque has celeritates certo limiti inferiores 
esse debere pro quo utraque Sphaeroida inter se aequalis evadat. 

Sed nuper admodum el. Jacob? docuit etiam Ellipsoidam. cum tribus 
axibus inaequalibus figuram aequilibrii esse posse; axem Ellipsoidae mini- 
mum fieri axem rotationis et Ellipsi prineipali ad hance axem perpendiculari 
pro libitu sumta, tertium axem et celeritatem rotationis semper reales inve- 
niri. Quod eo majoris momenti videtur inventum quod ea tenus non con- 
stitit an nulla exstare possit figura aequilibrii quae non sit revolutione ge- 
nita. Quin adeo ill. Legendre rigorose demonstraverat figuram aequilibrii 
nisi valdes a formas sphaerica recedat necessario esse Sphaeroidam revo- 
lutione Ellipsis circa axem ejus minorem genitum. Et sane Jacobianae 
Ellipsoidae uti autor adnotavit, unus certe axis a reliquis ita differt ut Bl- 
lipsoida a forma Sphaerica valde abhorreat. 

Quemadmodum datae velocitati rotatoriae respondent binae Sphae- 
roidae revolutione genitae ita quaeri etiam potest an ex Ellipsoidis illis 
tribus axibus in aequalibus praeditis datae velocitati rotatoriae una tantum 
pluresve respondeant. In qua questione nuper minus feliciter versatus est 
ill. Ivory. (V. Phil. Transac. ad a. 1838. P.L.) Posito enim 

V = f ETLICHE. 
o  (d+p?z2?)’+r22?) 


oV . 
tum 72 valores semper induere ne- 





u oV 
ubi »>1, putabat vir ill. cum 3@) 
gativos, quamquam propter factorem 1—p’x” in intervallo integrationis a 
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positivo ad negativum franseuntem, de hac re nonnisi post examen accu- 
ratum judicare debuisset. Quin etiam cl. Ziowville demonstravit, pro iis 
quidem ipsarum p et r valoribus quorum in hac quaestione usus est, semper 


n. fieri positivum (cf. Liowville Journal d. Math. Vol. IV. pg. 169 etc.). 


Unde el. Liouville deduxit propositionem, si detur axis minimus Ellipsoidae 
propositae atque differentia excentricitatum duarum sectionum principalium 
per axem minimum ductarum, ipsam Ellipsoidam prorsus determinatam esse, 
scilicet aequationem transcendentem, a qua determinatio duorum reliquorum 
axium pendet, unica radice gaudere reali. Ipsum autem problema de de- 
terminaudo numero Ellipsoidarum datae velocitati rotatoriae respondentium 
quum cl. Liouville non attigisset, el. Jacobi idem mihi proposuit in cujus 
solutione tentanda vires meas exercerem. Simul cl. Jacobi mihi proposuit 
problema ipsas binas aequationes transcendentas simultaneas, a quibus tota 
haec quaestio pendet, ope serierum infinitarum elegantissimarum resolvendi, 
in quas ipse et ill. Abel functiones ellipticas evolverunt. Hanc resolutionem 
quae luculentam theoriae functionum ellipticarum applicationem praebuit, alio 
loco tradam. In hac Commentatione solam illam de numero Ellipsoidarum 
quaestionem absolvere studebo. 


$. 2. 


Si fluidum circa axem fixum uniformi celeritate rotatur, ill. Lagrange 
demonstravit, superficiem fluidi, ut in stalu aequilibrii permaneat, satisfacere 
debere aequationi: 

Adoc+Yoy+Zoz+V(eortyoy) = 0. 

Qua in aequatione significant x, y, z Coordinatas rectangulares eu- 
Juscunque puncti superficiei, axis & axem rotalionis, X, Y, Z Componentes 
virium quae puuctum (&, y, &) sollicitaut secundum directiones axibus Co- 
ordinatarum x, y, % parallelas, » constantem celeritatem angularem. 

In sequentibus quaestionem generalem ita restringamus, ut ponatur: 

1. Fluidum esse homogeneum, 

2. Componentes X, Y, Z inde provenire, quod Molecula, cujus Coor- 
dinatae 2, y, z sunt, ab omnibus fluidi Molecaulis lege gravitatis Neu- 
toniuna attrahantur. 

Quaestione sie circumscripta, ill. Jacobi docuit Ellipsoidam, tribus 
axibus in aequalibus praeditam, formam aequilibrii esse posse. Quod ut 
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probemus inquiramus in illum casum, quo quantitates X, Y, Z ex attrac- 
tione corporis Ellipsoidici oriuntur. 

Ponamus axes Coordinalarum ipsos esse axes principales Ellipsoidae; 
Molecula superficiei viribus X, Y, Z sollicitata Coordinatas habeat x, y, z; 
quaecunque alia Molecula corporis Ellipsoidici habeat Coordinatas x’, y‘, z‘, 
Massam dm = godw, po et dw designantibus ejus densitatem et volumen; de- 
nique f designet vim attractivam pro unitati distantiae et massae. His po- 
sitis, vis qua Molecula (z, y, 2) ad Moleculam (2, y, 2) trahitur fit, 


E = foduo 


u’? 








’ 
brevitatis causa posito: 
= ve ++), 
ubi radicem quadraticam semper posilivam summas. Componentes ipsius F’, 
axibus Coordinatarum respective parallelae, fiunt 
F(x'—&) er Mr} F'(z'—z) 


u’ ? u’ ’ u 


Hs ref dw, 
r=r//PZ- dm, 
z= NR) du 


Integratio omnes Moleculas corporis Ellipsoidiei amplecti debet 
Designetur per da elementum superficiei sphaericae, cujus centrum 
locum (2, y, %) occupat et cujus radius =1; sint porro g, A, k anguli 
quos « cum axibus Coordinatarum format, fit: 
do = u”du'da, 


x —ı 
cosg = ,‚ coi= 


uw 











’ 


unde 











zz 


u’ 


» ha 4 


u’ 








\ cos k =_— « 


et Componentes X, Y, Z evadunt: 


= fe./[ feosg - dw‘. dw, 
X == fe.// feosh.du‘.du, 
Z= fo.// feosk.du‘.du. 


Integratio ipsius «’ respectu ab “= O0 usque ad w“=r extendi debet, ubi 
r est radius vector a puncto superficiei (x, y, %) ad alterum punctum super- 
ficiei ductus, qui cum axibus Coordinatarum angulos g, A, % format. 
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Sit BEN Te 
» io 
aequalio superficiei Ellipsoidicae, designantibus 2a, 25, 2c axes ejus prin- 
cipales. Quae aequatio, substitutione facta: 
= r+roosg, y=y+rroob, z!=z-+rcosk, 


abit in 
pr +2gr = 0, 


1, 











posito 
cos? g cos? h cos? k 
Lp Tue + DB + c? = pP; 
X. de Y. .- z.00shk __ 
+ -+ ec? sa a Q. 
Hinc ipsius 7 fluunt ii valores, quorum alter, r = 71, limitem superio- 


rem integrationis, alter, # = 0, inferiorem constituit. Si integratio ipsius «‘ 
respeciu inter hos limites transigitur fit: 


{= 2/4 cosg da. 


In expressione antecedente integrationem extendere debemus ad superficiem 
hemisphaerae abscissae per planum in puncto (&, y, 3) Ellipsoidam tangens. 
Elemento superficiei hujus hemisphaerae da respondet in altera hemisphaera 
alterum elementum in eadem sphaerae diametro positum, pro quo omnes 
tres quantitates cosg, cosA, cosk simul valores oppositas induunt. Jam 
vero quum expressio sub signo integrationis valorem non mutet {tribuendo 
ipsis cosg, cos%, cosk simul omnibus valores oppositos, patet eundem pro- 
dire valorem si integrationem ad toiam superficiem sphaericam extendas, 
divisione simul per 2 facta, sive erit: 


x= —fe/JI-00sgda, 
Tan —fel: I ie +Z% (rt cosh 1 +3 NE ‚cosh da|, 


integratione ad totam superficiem sphaericam extensa. Facile patet integralia, 


Sf au Sr da 
p } p { 


cosg.cosh et cos y.cosk 
p 
in quibus cosg idem manet, cosh et cosk autem valores oppositas induunt 


mutuo destruuntur. Unde manat 























per se evanescere; bini enim valores expressionum 


7 
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0s?g 





E © . ” 
Quantitas non mutatur si quantitatem cosg, cosh, cosk una 


pluresve valores oppositos induunt, unde licet integrale antecedens ad solos 
positivos valores ipsorum cosg, cosh, cosk sive ad octantem sphaerae ex- 
tendere, multiplicatione simul per 8 facta. Ponendo igitur cosh = sin g.cos v 
et cosk = sing.siny, unde 

do = singdgd\y, 
obtinetur et substituendo ipsius p valorem erit, 

2 a cos? gsi 

A= —sfezbef I c?(b? cos?g-tu? enter sin?g) sin? ? 
unde integratione secundum % facta, 


bre becos?gsingdg 
i= arena v((b? cos? g + a? sin?g) (e? cos? g + a? sin?g)) 


Quae expressio substitutione facta, ua’ tang’g, et posito 


E=for R= vI(+ = (1475) (1+ =)| 


haec evadit . 
Ä = JE af: - 
(t1+z)R 


In qua expressione ipsis 4, db, ec, X, y, 2 rite inter se commutatis, statiım 


eruis: ai rg i u 
pi 2 Sc en: [7 u 
rn (1 +) u ve u ((+4)R 


unde ponendo: 


. “ B = [7 du o=/7 du 
Fre / (145) R (1+%)® 


b? 


























fit: 








X=— "HA Y=-—- WB 2=-—°0 


a? 
Jam revertamur ad illam aegqwationem initio prolatam: 
Xör+Yöy+Zörtr(@öctyöy) = 
quae abit in: 


1. — 8402 — SW Boy— DREHTE 


Aequatione Ellipsoidae, 


2. un zei, 


ar 




















3. 
RB? 
Ei 

A 





2 EN 
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variata fit: 
Fort Nöy+- — 02 = ‘0, 


cujus aequationis ope eliminata “2dz ex aequat. (1.) obtinemus: 


202 |" — 2; (A— + y2r |» — - u B— —c)] =(. 
Cui aequationi, quum dx et dy alterum ex altero non pendeati, non satis- 
facies nisi posueris: 
"= :(4—0) = 3:(B—C), 


unde: Ä 
(—a)C = W%" A—a’B. 


Ipsorum A, B, € valoribus substitutis et posito 


v v? 
Pille ; 77 "Tee 


eruitur e formulis antecedentibus: 


udu udu 


4, V= BEN e — A 2 r 
"ADD ‘a Se; DIL 
KA I = fr. Br | fe 
rar rt 


Ipso intuitu patet ex aequatione (4.), cum V natura sua sit positivum, fieri 
debere a>c, 5b >c, sive pro axe rotalionis sumendum esse minimum e 














tribus axibus Ellipsoidae. Aequationes (4.) et (5.) loco - z = ponendo 


u, a, 2°, abeunt in 
6 yv. “1 udu = er udu 
Kat, (1+)a+WR ; “)A+WR 
0 a? ) 


2 A ” du: ” u 
7. nr a Fer a7 z 


G7>) 

















ubi positum est 
= Yltı+&)(i+z)a+W]. 


Hinc sequitur has aequationes {res tantum involvere variabiles V, «, ß vel 
si vis unum axium = 1 poni posse. (Quo facto erunt axes Eillipsoidae 1, 
a, ß, ubi per 1 axis rotationis significatur. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft. 7 
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$. 3. 


Aequationi (7.) satisfit ponendo «=, quo facto ex aequatione (6.) 


quae formam induit, 
he ar — eF udu 
wer a* uN\? 3 
14) (14%) 


0 








V determinatur per solum o&. Vice versa quaerendum est an dato ipsius 
V valori unus pluresve respondeant valores reales ipsius «. 
Ponendo «u =1+YyYy ex aequatione (8.) sequitur 


hi udu 


++? (IH: 
Qua formula per regulas notas integrata obtinetur 
vo. (3-+y?) arctangy— 37 


vaYy 














Pr D 
unde 
9. 7 72 — arctangy = (0. 
Posito 
ar — arctangp = ß 


sint y et ß Coordinatae punctorum curvae, quae axem Abscissarum in cen- 
tro systematis Coordinatarum secabit. Attamen valor y=0 quaestioni alie- 
nus est, nisi V = 0 ponatur. Quum aequatio (9.) per y divisa tantum qua- 
drata ipsius y contineat ceteri valores y bini aequales signique oppositi sunt; 
suffieit igitur valores positivos considerare. Pro valoribus ipsius ‘y infinite 


3 
parvis fit =, unde Ordinatae pro Abscissis positivis infinite parvis 


et ipsae fiunt positivae. Pro Abscissa ‘y positiva infinite magna fit Ordinata 
et ipsa infinite magna positiva. Sed ut cugnoscatur an Ordinatae etiam ne- 
gativae fieri possint ideoque curva axem Abscissarum in aliis quoque punctis 
praeter initium Coordinatarum secet, Maxima et Minima Ordinatae P inve- 
niantur. Eum in finem ponimus 2 = 0, unde sequitur i 

10. VE +25FP—Dy+IV = 0. 
Quum haec aequatio ipsius 'y’ respectu quadratica sit, sequitur unum Maxi- 
mum et unum Minimum in parte positiva Abscissarum exstare, unde con- 
eluditur, ut curva axem positivum Abscissarum tantum in duobus punctis 
secare possit, sive ut aequatio (9.) ad summum duos valores positivos non 


evanescentes ipsius Y praebeat. 





ES; 
2 
IK: 
28 
= 
® 
a 

















X = Be’ a P3 3, Panne 
& 33 Sy ggg use 5 Fee A 
rar ed eh P 
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Sit p radix aequationis (10.), erit altera radix nn unde altera radix 


ipso Y’3 minor, altera major erit. Valor ipsius V, qui ex aequatione (10.) 
sequitur, 
 . 2. 2. u +4 A 

(d+ppP)(9+pP») I9+10pp+P*?’ 
continuo crescit si p inde a O usque ad Y3 crescit aut inde a « usque 
ad 3 decrescit. Fit enim 

we a zeugen 

2d.p® 7 9+10pp+p*)?’ 
quae est quantifas posiliva aut negativa prout pP <3 aut >3. Ipsip= 
v’3 respondet valor ipsius V=4. Unde si V>}, nullus extat ipsius p 
valor realis sive nullum datur Ordinatae Maximum Minimumve sed Ordinatae 
inde a O usque ad © continuo erescunt. Crescente V inde a 0 usque ad 
$, alter ipsius p valor sive Abseissa Ordinatae Maximae inde a 0 usque 
ad y3 crescit, alter ipsius p valor sive Abscissa Ordinatae Minimae ind 
a oo usque ad Y3 decresci. Si V=14 sivep=y3, Ordinatae Maxima 
et Minima coindieunt sive gaudet curva puncto inflexionis. Valor Ordinatae 
Maximae vel Minimae evadit suhstituendo ipsius V expressionem per Ab- 
scissam p exhibitam 























Zu u) rUpp+N) ___ 3 
ERRTRN d+pp)O+pp) Are tangp, 
A 1 = Zi 
=7 rer] — arclangp. 
Unde fit 
aM tig pp—1 +] — 
dp  4+lUi+pp?  Y+pPm? 1+pp' 


Cum Absecissa Ordinatae Minimae sit >y 3, sequitur ex hac formula, erescente 
Abscissa Ordinatae Minimae inde a Y3 usque ad ©, ipsam Ordinatam 
Minimam M continuo decrescere (idque ad valorem usque M= —ı7, va- 
lori p= x respondentem). Besolvendo aequationem M=0 invenimus 

p = 2,5293, 
cui respondet ipsius V valor 


V' = 0,2246. 
Unde sequitur ex antecedentibus, pro minore ipsius » sive majore ipsius W 
valore fieri M positivam, ideoque curvam non secare axem Abscissarum 
sive aequationem (9.) radicibus realibus destitutam esse. Contra sequitur, 
pro minoribus ipsius F° valoribus Ordinatam Minimam M fieri negativam 
| 7: 
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ideoque axem positivum Abscissarum praeter initium Coordinatarum adhuc in 
duobus punctis a curva secari, sive aequationem (9.) praeter radicem y= 0 
adhuc duabus gaudere radicibus positivis. Quibus cum totidem respondeant 
Ellipsoidae revolutione genitae, quarum semiaxis rotationis —= 1,' radius 
Aequatoris = y{1-+YyYy), sequitur, pro valoribus ipsius V < 0,2246 sem- 
per duas existere Ellipsoidas revolutione genitas, pro valoribus ipsius 
V > 0,2246 Ellipsoidam revolutione genilam figuram aequlibrü esse non 
posse. Si V = 0,2246, Ordinata Minima evanescit, unde in puncto Ccujus 
Abscissa p = 2,5293 curva axem Abseissarum tangit sive duae radices ae- 
quationis (9.) .coineidunt. Unde etiam si V = 0,2246, duae Eillipsoidae 
revolutione genitae in unam eandemque redeunt, cujus semiaxis rotationis 
—i, axis aequationis =y(1-+pp), ubi p = 2,5293. Quae omnia olim 
ill. d’Alembert demonstravit. 

Cum p induere possit valores omnes inde a O0 usque ad &, sequitur 
Sphaeroidas ellipticas, quae figurae aequilibrii sunt, quacunque excentricitate 
praeditas esse posse. Dividuntur autem Sphaeroidae illae omnes in duas 
classes ad easdem velocitates rotatorias perlinentes, quarum altera amplec- 
titur Sphaeroidas in quibus, axe rotationis sive axe minore Meridiani = 1 
posito. fit excentrieitas p < 2,5293, altera Sphaeroidas amplectitur quarum 
excentricitas p > 2,5293. Alterius elassis excentricitates crescunt, alterius 
decrescunt si velocitas rotationis inde a O usque ad limitem V’ creseit. 


$. 4. 


Quaeritur an aequationibus (6.) et (7.) satisfieri possit, eliamsi non 
habeatur «= ß. Posito i. #6 et Ai — s, slalim eruitur ex (7.), divi- 


sione per B?— a’ 2. 








11. = um per.z | "R"= 0, 
quae an etiam hanc formam indeit: 
PER udu x“ 
12. = gan | fe — (0). 


Ex aequatione (16) sequitur 


v_ ru ERDE sa-af iu nd du, 
sive ex (11.) vel (12.): 
an udu ech 
e ve if rn = af 














ER ER re aa inc ira . u N 79 EN res N r 
EM TEN  N  ı EEE TRRUE TER TE le en eg 





VRR 


ER 











BE 
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Ex aequatione (11.) statim colligis fieri 1>s+i, sieuti cl. Jacobi 
adnotavit, unde s<1 et Z<<1. Loco s posito certo valore inter O et 1, 
sequitur ex aequaltione (12.), pro 2=0 ipsum F’ positivum, pol=1—s 
ipsum F' negativum evadere. Unde quum F ipsorum s et £ continua functio 
sit, concluditur exstare pro quocunque s inter O et 1 certe unum valorem 
ipsius 2 inter eosdem limites, qui F=0 reddat. Ex aequationibus (13.) 
sequitur fieri non posse V = 0 nisi s et ? alterum evanescat alterum uni- 
tati aequale evadat. 

Aggredior jam quaestionem an dato ipsius V valore e duabus aequa- 
tionibus inter s et £ invenlis erui possint unum pluresve systemata valorum 
realium harum quantitatum, sive an datae velocitati rotatoriae una pluresve 
respondeant Ellipsoidae tribus axibus inaequalibus praeditae quae figurae 
aequilibrii sint. Ponamus s > f, unde quum sit s+2<{1, sequitur £< 4. 
Jam demonstrabo, si et £ et V pro functione ipsius s habemus, „crescente s, 
et tet V simul decrescere. 

Duas aequationes iuter {res quantitates s, '!, V inventas hac forma 


exhibeamus, 
udu 


etc IlESDKEAD] 
_— udu 
a u resonee Ba 


Fiunt ipsorum V et F differentialia partialia, ipsorum s et £ respectu sumta 
si differentialia partialia uncis includuntur e more Euleriauo: 


ee) Zn / ern La —s— 1) u—stw]du, 
EHEN TI 4 ou] du, 


en PR = f ll (chen 2 +3—s—t)u— stw]du, 























dt 
(= a sf PT ORDIHEAR ds 


0 
Quarum formularum duae postremae e duabus prioribus deduci possunt ipsa 
s et 2 inter se commutando. Ponamus 


24° =/ “FR +B—s—Nu—stw]du, 








24 „fi “ (+0 ?+3—s—Nu—stu] du, 


0 
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B=/ “HD 1 4stu]au, 








24 2 
ef 2 wi du, 
quae quantitates permutando s et 2 non mutantur; fit 
() = A2—14, 
CE u un AP uam s4', 
(I) = tB’+tt—40)B', 


() = sB’+s(s—ıH)B'. 














Praemitiam propositiones quasdam de signo et magnitudine integralium A”, 


A‘, B', B‘, quarum in sequentibus usus erit. Aequatio 
I Se u? | 
RA+su) d+tu) A+u2(i+swW3li+tu%” 
seecundum « differentiata dat: 


a| u“ | FEN 4u+4s+Nu—2stu —Istut | 
kRi+s)iHtW)l R>(1+su) 1+tu) 


quae aequatio inter limites O et o integrata abit in 
0 =/ ai [4 +4 +) u— 2stW—3stu’] du. 
(uam aequationem se de valore ipsius 4 B", 


I ar [4 +4u— 2stW"—2stwW]du = 4B, 


{6} 











u, 








sequitur: 


4B = / wit) 41—s—t)+stw]du. 
“o 
Aequationem (14.) divisam per —?2, si addis quantitati 2.4” reperis: 


20 = 3/f "IN a—s—t)u+3stw]du. 
Denique invenis: ? 


20 +24 f dbu) N L5—s—N)u+ß—s—t—st)W— stwjdu, 





unde, addita aequatione (14.) divisa per —3, fluit: 


204240 = SEN +S-ICHN)u+B—s—1—tstw]du. 














s . 
Onum sit s-2<1, st=4ls+t)—4(s—?!)’< 4, videmus quantılates 
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B', A’ et A’-+4' positivas evadere. Quantitatem B’ esse positivam ipso 
intuitu patet. 


His praeparatis, quum sit: 


( = — 1 —14' 


ds 


— 1-1) 2 —1A+AN, 
(—) = — 2 —-s4= — 1—)A—s(A’ +4), 


i en N; 2 
sequitur differentialia partialia () et “= semper valores induere ne- 


gativos. Itaque quum ex aequatione F=0 differentiata prodeat: 


a, 
@ 


sequitur ds et dt oppositis signis gaudere, sive quanlitate s erescente, 
quantitatem t decrescere. ().d. e. 


d= — 


Quantitate V differentiata obtinemus: 


a Ad "FI: FAlC )- Ge, 


(— ei 
adhuc inquirendum erit in signum quanlitatis: 


Ge - - 


Substitutis differentialium partialium Hd e. end n): 2, z €) expressio- 
nibus per A”, A’, B’, B‘ supra exhibitis, fit 
HE) = IB) Bst A W—stlt—4) AB, 














zu 5) ee +sA4’B’ + s(s— 12) A’B' +st4'B’+st(s—ıt) AB’, 


dt 
unde: .e 
Pi dV\/dF 
(Z -)(5 )- (G )Z 
(s—t) [#’B’+(s+t)4’B’+3st.4'B’] — 
(1) [2 B’+$st.B/ (2 +4) +(+t— st) 4’ B1]. 
Quum sit sH t—3st=s(l—}t)+t(1—}s) quantitas positiva, nec non 
quantitates A’, A’+4', B’, B‘ positivae sint, sequitur ex aequatione prae- 
cedente, guantilatem, 
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DEn-EHEn. 





> dF\N _ . . 
semper posilivam esse. Inde quum jr) Yalore negativo gaudeat, sequitur, 


dV . 
esse (7) quanlılatem negalıvam, sive crescente quanltılate s, quantitatem 


V decrescere. Q d.e. 


Antecedentibus inventa sic eliam proponi possunt, crescente V et 
s decrescere et t crescere, unde sequitur: „cuscungue celeritati rotationis 
unam tantum respondere posse Kllipsoidam tribus axibus inaequalibus 
affectam. 
1 


Porro quum sit s—= ar = 


sequitur, si Aequatorem dicimus 


Ellipsin prineipalem axi rotationis perpendicularem, „erescenite V sive cele- 
ritate rotationis axem Aequatoris majorem 2a decrescere, minorem 2B 
crescere. 

His addam dilucidationes sequentes. Supposui antecedentibus s > t; 
sed propositio inventa, erescente s decrescere ? et vice versa, ab illa sup- 
positione non pendet, sicuti patet ex valoribus differentialium partialium 
(7) et (Z supra assignatis. Missum igitur facta suppositione s >f, se- 
quitur ex aequatione (12.), ut jam antea adnotavimus, ubi s—= 0 fieri = 1, 
ubi s—1 fieri £*=0. Unde quum altera quantitate continuo crescente al- 
tera continuo decrescat, palet, erescente s inde a 0 usque ad, decrescere 
t inde ab 1 usque ad 0. In quo igitur transitu ab altero limite ad alterum 
eveniet idque semel tantum ut utraque quantitas eundam induat valorem, 
s—t=r. Ultra quem valorem si crescit s, ipsa 2 inde ab hoc valore de- 
crescit et vice versa, ita ut si habetur s=s’, t=!t! ubi !<r, !>r, 
ipsa s ulterius crescendo alque £ decrescendo simul perveniant ad valores 
s—t',t=s' Id quod jam eo patet quod aequatio F=0 permutando s 
et 2 non mulatur. ÜUtraque positio s=s’, =!’ atue s=!t", !=s" ean- 
dem suppeditat Ellipsoidam, unde tantum opus erat ut eorum valorum ratio 
haberetur pro quibus s >. 


Aliter se habet propositio, crescente s deerescere V, quippe quae 
pendet a suppositione esse s—? positivum. Sequitur enim ex antecedenti- 
bus, erescente s decrescere V aut crescere prout s— posilivo aut nega- 


tivo valore gaudeat. Unde crescit V decrescente s inde ab 1 usque 7, 





ee 
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deinde vero ipsa s ulterius decresceute inde a r usque ad 0, ipsa V rursus 
decrescit. Qua de re summum ipsa V atlingit valorem si s=t (Quem 
ipsius V valorem maximum ipsis—= = r respondentem appellabo F". Quum 
permulando s et £ ipsa V non mutetur, sequitur positiones s—=!", t=s” et 
s=s', t{=t' eindem ipsius V valori respondere. Utraque autem positio 
eandem suppeditat Ellipsoidam, unde dato ipsius V valori < V”, semper 
una et unica tantum respondet Ellipsoida. Ponendo !=0 et s=1, quunı 
evanescat V, sequitur ex antecedentibus: „ÜUrescente VaoO adV", eti« 
O adr, crescere et s ab1 ad r decrescere, sive arem majorem Aequatoris 


. ® 1 nd . 
ab infinilo usque ad = decrescere, axem minorem ab unilate usque ad 


. 1 ie 
eandem quantılatem Ri crescere. Axem rotationis semper = 1 sumsimus. 


Jam quantitatum r et V” valores numericos indagemus, quorum com- 
putationem jam ill. Zvory in Commentatione citata fecit. Dividendo per 
@’— 0? ac deinde ponendo ß=u, eruimus e (7.) et (13.): 


‘ FE ®» du r du 
er: “) 3 a: E u\’ 
(+45) (1 u) ‚dr: (1+% 
vv — [fl udu 
at ‚A+u)} (14%) 


& 9 1— r? . ° 
Posto=1+N etu= ae aequationes praecedentes abeuni in se- 




















quentes: 
er ı zr.dx anf: ztda 
" = /Tfen UN fra 
ER 2 a (1— x?) 2?dx 
V — a4 TEWERTIT 
Integrationibus per meihodos notas transactis eruitur: 
0 = —A(IEH+I13N)+H(IHIIN HIN) arc taugX, 
v — er arc tang A 
- 





Rejecta radice X\=0 quaestioni aliena, ex aequationibus antecedentibus 
fluunt valores approximati 

x = 1,3946, V = 0,1971, = Pß = y(ii+X’) = 1,7161, 
unde etiam | 


T= 


1 = 0339. 


Crelle’s Journal d. M. Bd, XXIV, Hfu 1. 
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Cum quaestio ill. d’Alembert omnes amplectatur Ellipsoidas revolutione ge- 
nitas quae figurae aequilibrii esse possint, sequitur etiam antecedentibus de- 
terminatam celeritati V® respondentem iis contineri. Ac revera si aequatio- 
num duarum praecedentium priorem per 4X” divisam valori ipsius V" ad- 


dimus, prodit 
yo — — 3A-+(3-+ A?) arc tang } 
— 13 
quae expressio convenit cum supra tradita $. 3. ponendo y=X. Si in 
aequalionem (9.) ponimus V=NV’, praeter radicem y=X altera exstat 


cujus valorem calculavi 





y = 30297. 
Videmus Ellipsoidam nostram, limitem Ellipsoidarum tribus axibus inaequa- 
lihus praeditarum, pertinere ad classem Sphaeroidarum quae minoribus ex- 
centricitatibus gaudet. (cf. $. 3.) 

Comprehensis quae in prioribus exposuimus demonstratum est: „Si 
Ellipsoida figura aeqgwlbrü sit, V inter limites O0 et V' —= 0,2246 conti- 
neri; crescenteV a O ad V'=0,18711, cuique V unam Ellipsoidam tri- 
bus axibus inaequalbus affectam et duas Ellipsoidas revolutione, genitas 
respondere; ss V=V’ Ellipsoidam tribus axibus inaequalibus affectam 
redire in alteram revolutione genilam, minore e.wcentricilate praediltam, 
denique ultra erescente V ad V' = 0,2246, duas tanlum Ellipsoidas re- 
volutione genilas.haberi, quae pro V=V’ in eandem redeunt. 

Si fluidum in quiete est sive circa axem suum non rotatur, fit V = 0. 
Posito igitur in aequatione (9%) V =0, sequitur 

= (3-+y?) aretang y— 37 
y° 
qua ex aequalione prodeunt ipsius y valores, 0 et ©; unde cum st a«=ß 


— y(1-+Y’) sequitur 
= ß =, a=ß=o. 





, 


Aequationes (12.) posito V = 0 praebent ipsius s et £ valores s=1 
et 2=0, unde 


.-n=., P=,=1. 
Videmus igitur datam fluidi massam circa axem suum non rotanlis tres ae- 
quilibrii figuras induere posse: i) sphaeram, 2) discum infinitum circularem 
infinite tenuem, 3) cylindrum rectum infinitum cum basi circulari infinite 


parva. Similitudo harum trium formarum servatur si fluidum velocitate rota- 


a 
aan iz; 
N 





# F € ec 
u u j ya eher ı BEN In 5 
ee NER Re RER 








at 











- ie sea 0. 
7 FESTE 





ee 











ah er NE ER N 


A ET a inne a a a a nie ae a 
ER er 





cn 








6. Meyer, de Aeqwlbri formis Ellipsoidieis. 59 


toria uniformi circa axem movetur, saltem pro velocitatibus parvis. Crescente 
velocitate abeunt sphaera et discus in Eillipsoidas revolutione genitas, 
quarum illae magis magisque excentricae fiunt, dum harum excentricitas 
continuo decreseit, usque dum binarum excentricitates inter se aequales eva- 
dunt. Cylindrus infinite magnus cum basi ceirculari abit in Ellipsoidam tri- 
bus axibus inaequalibus praeditam, basis circularis abit in ellipsin magis 
magisque excentricam, Ccujus axis minor fit axis rotationis, axis major fit 
axis minor aequatoris; aequatoris excentricitas continuo minuitur usque dum 
evadit circulus ipsaque Ellipsoida in priorem speciem revolutione geni- 
tarum redit. 

Ut habeatur exemplum trium illarum figurarum quae sphaerae, disci, 
eylindri similitudinem referunt, ponamus densitatem fluidi et velocitatem ro- 
tatoriam eandem esse altque densitatem mediam et velocitatem rotatoriam 
terrae nostrae. Pro quibus invenitur 

V = 0,0029972. 
Hoc ipsius V valore substituto, resolutione aequationum (9.) et (10.) inve- 
niO, Si FUTSUS axis minimus seu rolationis == 1 ponitur atque « et ß axes 
principales aequatoris designant, 


1) «=ß = 1,0043441, 
2) «=ß =.680,... 
”)- E17. Bu LOS... 


Figurae corporum systematis nosiri solaris tantum ad primam sphaeroidicam 
speciem accedunt. Observavit autem cl. Saigey, stellarum quarundam fixa- 
rum vices luminis periodicas formis earum non sphaeroidieis explicari posse. 
Regiomonti d. 21. Martis 1842. 
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T 


Aphorismen aus der Geometrie des Raumes. 
(Von Herrn Prof. Dr. Plücker in Bonn.) 





I. Die Axen der Flächen zweiter Ordnung. 


$. 1. 


1. Die Absicht dieses Paragraphs ist, auf möglichst einfache Weise 
eine für Anwendungen wichtige Aufgabe zu behandeln, welche früher 
schon verschiedene Lösungen gefunden hat: die Aufgabe nemlich, der Lage 
und Gröfse nach, die Axen der Flächen zweiter Ordnung zu hestimmen, 
wenn diese Flächen durch ihre allgemeine Gleichung zwischen rechtwink- 
ligen Coordinaten gegeben sind. Wir seizen hierbei voraus, dafs die 
Fläche einen Mittelpunct habe und wollen diesen Mittelpunet zum Anfangs- 
puncte der Coordinaten nehmen. Dand können wir der allgemeinen Glei- 
chung die folgende Form geben: 

1. Af+AyY+A+2Byz +2B cz +2B'sy=C. 
Wenn € verschwindet, so stellt diese Gleichung insbesondere Kegelflächen 
dar; abstrahiren wir von diesen, so können wir, unbeschadet der Allgemein- 
heit, Ü=1 nehmen. 

2. Wenn wir, nach beliebiger Richtung die Fläche durch parallele 
Ebenen schneiden, so liegen die Mittelpuncte der Durchschnittscurven in 
allen diesen Ebenen auf einem Durchmesser der Fläche; und wenn dieser 
Durchmesser auf den Schnitt-Ebenen senkrecht steht, so ist er eine Axe 
der Fläche. Um die Richtung einer solchen Axe zu finden, brauchen wir 
also blofs eine, übrigens beliebige Schnitt-Ebene so zu führen, dafs ein 
vom Mittelpuncete der Fläche auf diese Ebene gefällies Perpendikel den 
Mittelpunct der Durchschnittsceurve trifft. 

Die Gleichung einer solchen Schunitt-Ebene sei 

2. z+rby+tac= 6; 
die Gleichungen des Perpeudikels sind alsdann: 
3. z=az, y=m=be. 
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Wir wollen die analytischen Bedingungen entwickein, unter welchen die- 
ses Perpendikel den Mittelpunct der Durchschnittscurve in der Ebene (?.) 
trifft. Um zuvörderst diesen Mittelpunct zu bestimmen, brauchen wir blofs 
die Gleichung der Fläche (1.) einmal in Beziehung auf z, das andere Mal 
in Beziehung auf y zu differentiiren und hierbei, in Folge der Gleichung 
(2.), z als Function von z und y zu betrachten, so dafs 

dz dz 


22 = —Ai, dy ya —b. 
Auf diese Weise ergeben sich unmittelbar die folgenden beiden Gleichungen : 
(Ae+B"y+B2)— (Be +By+A's)a= 0, 
(B’z+4'y +Bz) — (Ba+By+A')b=0, 


welche eine gerade Linie darstellen, die die Ebene (2.) in dem gesuchten 
Mittelpuncte schneidet.) Mit ihnen zugleich müssen also die beiden Glei- 
chungen (3.) bestehen, wenn die bezügliche gerade Linie eine Axe der 
Fläche sein soll. Eliminiren wir hiernach zwischen diesen vier Gleichun- 


x r 
gen — und 7, so kommt: 


(Aa+B'b+-B)— (Ba+Bb+ 4a 

ıB'’a+4b +B)— (Ba+Bb-+A4')b 

Durch diese beiden Gleichungen, welche drei Werthenpaare für D und a 
geben, sind die Richtungen der drei Axen gegeben. Von diesen Richtungen 
ist eine offenbar reell, und es ist leicht zu zeigen, dafs die beiden andern 
es ebenfalls sind. Wenn wir zu diesem Eude annehmen, dafs die notorisch 
reelle Axenrichtung mit der Axe der z zusammenfalle, so müssen die bei- 
den Gleichungen (4.) befriedigt werden, wenn a und 5 zugleich verschwin- 
den. Dies fordert B=0 und B’=0. Dann reduciren sich aber gleich- 
zeitig diese beiden Gleichungen auf den ersten Grad; was anzeigt, dafs ein 
zweites Werthenpaar von a und d unendlich wird (wir erkennen auch unmit- 


0, 
0. 


4. 


telbar, dafs die Gleichungen (4.) befriedigt werden, wenn n —=0 und I = 


ist), und dafs also eine zweite Axe in die Ebene zy fällt. Die auf den ersten 








®) Wenn wir zwischen den Gleichungen (1.) und (2.) z eliminiren, so erhalten 
wir die Projection der Durchschnittscurve auf die Ebene x Yy. Um das x und y des 
Mittelpunctes dieser Projection und also auch der Durchschnittscurve selbst zu finden, 
brauchen wir bekanntlich nur die resultirende Gleichung nach einander in Beziehung 
auf c und y zu differentiren. Wir können hierbei auch wie im Texte verfahren und. 
nach der Differentiation, aus den Gleichungen (4.), vermittelst (2.), 3 eliminiren. 
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Grad reducirten Gleichungen (4.) werden aber nur befriedigt, wenn @ und 
b beide unendlich grofs werden, oder wenn beide verschwinden. Die dritte 
Axe kann hiernach also nur entweder ebenfalls in der Ebene zy liegen, oder 
mit der Axe der x zusammenfallen. Den leiztern Fall können wir sogleich, 
als unstatthaft, ausschliefsen. Um hiernach die Richtung der beiden in der 
Ebene xy liegenden Axen zu bestimmen, brauchen wir nur aus den beiden 
Gleichungen (4.) die folgende abzuleiten: 
(Aa+B'b+B)b— (BD’a+4b+-Ba= 0, 

welche durch das Verschwinden von B und B’ auf die Gleichung 

5. Be( 


A 
sich reducirt und anzeigt, dafs diese beiden Axen reell sind und auf ein- 
ander senkrecht stehen. 

Jede Fläche zweiter Ordnung mit einem Mittelpuncte hat also drei, 
paarweise genommen, auf einander senkrechte, reelle Axen. 

3. Nachdem wir die Richtungen der drei Axen gefunden haben, 
ist es leicht, ihre Gröfse zu bestimmen. Für den Durchschnittspunct einer 
Axe und der Fläche bestehen gleichzeitig die drei Gleichungen (1.) und 
(3.). Hieraus ergiebt sich, wenn wir zugleich e=1 setzen: 

(Ad +45+4"'"+2Bb+2Ba+2B’ab)?— 1 
und, wenn wir das Quadrat der halben Axenlängen durch r? und den re- 
ciproken Werth desselben durch s? bezeichnen, 


zer little, 


s? 
und hiernach 

5. Aa +44 4"+2Bb+2Ba+2B"a= ++ B)S. 
Addiren wir ferner die Gleichungen (4.), nachdem wir die erste derselben 
mit a’, die zweite mit 5° multiplicirt haben, so kommt: 

Aa -+45b+Bb+B’a+2B"ab— (Bb+B a+4')(@ +) = 0, 
und wenn wir diese Gleichung von der vorhergehenden abziehen und zu- 
gleich den Factor (1+u’+ 5’) weglassen: 

6. Ba+Bl + (4’—s)=0. 
Auf gleiche Weise, oder auch durch blofse Buchstabenvertauschung, 
ergiebt sich: 
7. B’a+B+A—s)b=0, B+B'b + A—sS)a=0. 
Endlich erhalten wir, wenn wir @ und 5 zwischen den drei letzten 
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Gleichungen eliminiren: 
8. (AS) (A —8)(A"— )— B(A—H)— BY (L— S)— B'*(A'— 5’) 
+2BB'B' —=0, 

oder auch, wenn wir in Beziehung auf s? ordnen: 
9. P—(A+A+AN)®+LTAN— B’?) + (44’— BP) +(44'— B’]s 
— [44'4'— AB — 4'B?— 4'B"+2BB'B') = 0. 

Diese Gleichung giebt drei Werthe für s’, den drei Werthenpaaren 
von a und 5 entsprechend, welche, wie diese, in Folge der Gleichungen 
(6.) und (7.) alle drei reell sind. Hiernach bestimmen die Zeichen der 
Werihe der drei Coöfficienten dieser Gleichung unmittelbar, ob die Werthe 
von s” alle drei positiv, oder alle drei negativ, oder zwei positiv und einer 
negativ, oder endlich einer positiv und zwei negativ sind. Diesem ent- 
sprechend ist dann die Fläche ein Ellipsoid, eine imaginäre Fläche, ein 
einschaaliges, oder ein zweischaaliges Hyperboloid. 


4. Das leizte, von s’ unabhängige Glied in der Gleichung (9.) ist 
dem reciproken Werthe des Productes der Quadrate der drei halben Axen 
der Fläche gleich. Ist diese ein Cylinder, so verschwindet dieses Glied, 
und dann hat die Gleichung 
+—(4A+4+A4)?+[(AA—B'") + (44'— BY) +(4/4'— D)| = 0 
die reciproken Werthe der Quadrate der halben Axen derjenigen Schnitte, 
welche senkrecht gegen seine Seiten geführt werden, zu ihren Wurzeln. 
Steht der Cylinder auf einer der drei Coordinaten- Ebenen, etwa auf der 
Ebene xy senkrecht, so verschwinden aus der allgemeinen Gleichung die 
drei Coöfficienten 4, B und B’, und die letzte Gleichung‘ redueirt sich 
auf folgende: 

10. F—(A+A)”’+ (44 —B) = 0, 
welche nun noch die reciproken Werthe der beiden halben Axen der 
Basis des Cylinders, oder, was dasselbe ist, der durch die Gleichung 
Ax+Ay’+2B'csy=1 
bei Abstraction von der dritten Dimension dargestellten Curve zweiter Ord- 
nung, Zu Wurzeln hat. Für dieselbe Curve ist die Axenrichtung durch 
die Gleichung (5.) gegeben. 


5. Wenn.wir derselben Fläche nach einander verschiedene Lagen 
gegen die Coordinaten- Axen geben, indem wir diese um ihren Anfangs- 
punct irgendwo drehen, so erhalten die Coefficienten ihrer Gleichung (1.) 
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verschiedene Werthe, während die Gleichung (9.) unverändert dieselbe 
bleibt. A, A’, A‘ bedeuten die Quadrate der reciproken Werthe der jedes- 
maligen Halbdurchmesser, welche in die drei Coordinaten-Axen_ fallen. 
Ihre Summe ist also constant. 

Wenn man ein System dreier auf einander senkrechten, im Mittel- 
puncte einer Fläche zweiter Ordnung sich schneidenden geraden Linien 
um den Mittelpunct beliebig sich drehen läfst, so ist für alle Lagen die 
Quadratsumme der reciproken Werthe der in die jedesmaligen drei ge- 
raden Linien fallenden Halbdurchmesser der Fläche dieselbe. 

Nach der Gleichung (10.) bedeutet (AA’— B‘') den reciproken Werth 
des Products der Quadrate der beiden halben Axen der Durchschnittscurve, 
also (für den Fall des Ellipsoids), wenn wir noch durch 7° dividiren, den 
reciproken Werth des Quadrats der Fläche dieser Curve. Aechnliche Be- 
deutung haben die Ausdrücke (44 — B”) und (4'4"— B°), und somit 
giebt die Betrachtung des zweiten Coöfficienten in der Gleichung (9.) den 
folgenden Satz. « 

Wenn man ein System dreier auf einander senkrechter und im 
Mittelpuncte eines Ellipsoids sich schneidenden Ebenen um diesen Mittel- 
punct beliebig sich drehen lüfst, so ist für alle Lagen die Quadrat- 
summe der reciproken Werthe des Flächen- Inhalts der drei Durch- 
schniltscurven constant. 

Für den Fall eines geraden Cylinders können wir für die drei 
schneidenden Ebenen irgend drei auf einander senkrecht stehende nehmen; 


die constante Summe ist alsdann dem Quadrate des reciproken Werthes 
der Fläche seiner Basis gleich. 


$. 2. 


6. Mit derselben Leichtigkeit, wie wir eine Fläche zweiter Ord- 
nung durch ihre Puncte bestimmen, indem wir sie auf gewöhnliche Weise 
durch eine Gleichung ausdrücken, können wir dieselbe auch durch die sie 
berührenden Ebenen bestimmen, indem wir sie durch die folgende Gleichung 
ausdrücken: | 

1. JP+4W+ 47” +2Buco+2B’iv+2B"tu = w.‘) 





*) Vergl. Note sur une theorie nowvelle des surfaces. Journ. Bd. IX. pg. 124. 
Eine Ebene, welche durch die gewöhnliche Gleichung: 


tr+-uytvz = w, 
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Diefs ist die allgemeine Gleichung von Flächen, welche einen Mittel- 
punet haben; und dieser ist bier zum Anfangspuncte der Coordinaten ge- 
nommen. 

Die Absicht dieses zweiten Paragraphen ist, nach der neuen analy- 
tischen Bezeichnungsweise wiederum die Lage und die Gröfse der Axen 
zu bestimmen; was hier mit noch gröfserer Leichtigkeit geschehen kann. 


7. Wir wollen dabei von der Anschauung ausgehen, dafs, wenn 
wir eine Schnitt-Ebene durch den Mittelpunet legen, der Pol dieser Ebene 
nach bestimmter Richtung unendlich weit liege, und dafs, wenn diese Rich- 
tung auf der Schnitt-Ebene senkrecht steht, dieselbe ein Hauptschnitt der 
Fläche zweiter Ordnung sei. 

Die Gleichung der Schnitt-Ebene in gewöhnlichen Coordinaten sei 

2. le+uUy+tvz=0; 
wonach die beiden Gleichungen einer auf derselben im Anfangspuncte senk- 
rechten geraden Linie die folgenden sind: 

3. 2 = 8, yo „2 
Für die Gleichung des Poles der Schnitt- Ebene, deren Coordinaten 7’, w', 
v', O sind, erhalten wir unmittelbar: 
4. (At+B"’w+B’v)t+(B't+ 4 wW+Bo)u+(Bt+BwW+ 4A'Wv 

— 0%). 





dargestellt wird, ist durch die vier Constanten f, «, v, w, (von denen wir jede be- 
liebige gleich Eins setzen können, und welche wir Coordinaten der Ebene nennen) be- 
stimmt. Ist zwischen diesen vier Coordinaten blofs eine homogene Gleichung gegeben, 
so entsprechen dieser unendlich viele Ebenen, welche eine bestimmte Fläche umhüllen. 
Ist die homogene Gleichung blofs vom ersten Grade, und folgende: 
xt +yu+zrv=w, 
so umhüllen alle Ebenen einen Punct, dessen Coordinaten x’, »/ und x’ sind. Fehlt 
w, so liegt der Punct in der Richtung 
x' 


zZ m = 2 = 
z' I Y 


4 


2 | 
? 


unendlich weit. 


*) Wenn wir nemlich, der Kürze wegen, die Gleichung (1.) durch 2 =0 dar- 
stellen, so ist die Gleichung des Poles einer gegebenen Ebene, deren Coordinaten t/, 
u‘, vo’, w' sind, 
RER 3  E ze 0: 
t du dv dw 

eine Gleichung, die sich nicht ändert, wenn wir die Constanten t’, w‘, v’ und w’ be- 
züglich mit den Variabeln ?, «, v, w vertauschen. Das letzte Glied fällt aus, wenn 
w —=O ist. 


Crelle’s Journal £. d. M. Bd. XXIV. Hit.1. 9 
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Der Pol liegt unendlich weit, weil w fehlt. Die Richtung, nach welcher 
er unendlich weit liegt, mufs also mit der Richtung der Linie (3.) zusam- 
menfallen, wenn (2.) ein Hauptschnitt der Fläche sein soll. Diefs geschieht, 
wenn 

ui AU+ B"wW—+ B’'v‘ t' B't’ + 4wW-4Bv' li .. 

” BertButae vr BezBatse u 
Schaffen wir aus diesen Gleichungen die Nenner fort, und setzen überdies 
v' = 0, so kommt | 

| AU+B’wW+B’— (B’!’+BwW+4Yt =0, 

IB’ VY+-A'wW+-B—(Bt’+BwW+4)u = 0. 
Durch diese Gleichungen sind drei Werthenpaare für #' und «‘ und dadurch 
die drei Hauptschnitte der Fläche bestimmt. Diese, und also auch die drei 
Axen, sind reell, weil die vorstehenden Gleichungen genau dieselben Coef- 
ficienten haben, wie die Gleichungen (4.) der 2. Nummer. 

8. Wenn wir, wie in der Note zur vorigen Nummer, die Glei- 
chung der Fläche durch 





= 0 
darstellen, so können wir die Gleichungen (5.) durch die folgenden er- 


seizen: 

dl dl dL2 dl 

wen. 
Die durch diese beiden Gleichungen gegebenen Werthe von _ und — be- 
stimmen die Lage der drei Hauptschnitte. 

9. Wenn wir in der Gleichung der Fläche 
I uf, um WW, vo=1 
setzen, so ergiebt sich 
At" + Au” +A'+2BuW +2Bt+2B'tu= w, 

wo alsdann ww dasjenige Segment bedeutet, welches eine mit einem Haupt- 
schnitte parallele Tangential-Ebene der Fläche von der Axe der 2 ab- 
schneidet. Der senkrechte Abstand des Anfangspunctes der Coordinaten 
von dieser Tangential-Ebene ist eine halbe Axe der Fläche. Bezeichnen 
wir die Länge derselben durch r, so ergiebt sich 


w" — (1 + 2’? + u‘) r', 


und mithin 

At? +A u” +4" 2 Bu +2B tt +2B'twW—= (+ +uR)r. 
Diese Gleichung hat wiederum genau dieselbe Form, wie die Gleichung (5‘.) 
der 3. Nummer. Weun wir sie daher mit den Gleichungen (6.) zusammen- 
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stellen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 


Bt’+Bu tan) —=0, 
. !B'’t+B + A —r)W 0, 
B+B’W+ (A —r)t = 0, 


8. (A—r})(A'— r?)(A'— r)— B(A—r?) — B* (A'—r?)— B'*(A'—r’) 
+2BB'Bb'=0, 
9, r—(A+4+4AY)r+[(AA—B'")+(44'— B”) + 4A'A'— Bi)]|r 
Ba [AA4'4"— AB’ — 4’ B”— 4'B"”+2BB'B') —— 0, 
die wir unmittelbar hinschreiben können, weil auch sie dieselbe Form ha- 
ben müssen, wie die entsprechenden Gleichungen der 3. Nummer. 


Die Gleichungen (7.) können wir, analog wie in der 8 Nummer, 
indem wir die partiellen Differentialcoefficienten auf die Coordinaten der 
Hauptschnitte beziehen, auch in folgender Form schreiben: 

tn ram ide 
v' " dv‘ rd, 

10. An die vorstehende Gleichung (9.) knüpfen sich ähnliche Be- 
merkungen, wie an die Gleichung (9.) in der 4. Nummer. Die neue Glei- 
chung hat genau dieselben Coöfficienten. Ihre drei Wurzeln sind also reell; 
ob ihre Werthe positiv oder negativ und demnach die drei Axen der Fläche 
bezüglich reell oder imaginär sind, hängt von denselben Bedingungen ab, 
wie früher. Wir erhalten also auch, gleichviel, ob wir die Flächen zweiter 
Ordnung durch die Gleichnng (1.) der 1. oder durch die Gleichung (1.) der 
6. Nummer darstellen, genau dieselben Bedingungen zwischen den Coef- 
ficienten, um die verschiedenen Haupt- Arten von Flächen dieser Ordnung 
zu unterscheiden. Wenn insbesondere das constante Glied in der vorste- 
henden Gleichung (9.) verschwindet, so geht die Fläche, indem eine Axe 
derselben (die früher bei dieser Voraussetzung unendlich wurde) verschwin- 
det, in eine ebene Curve über, welche insbesondere in der Ebene der xy 
liegt, wenn aus der allgemeinen Gleichung die drei Coöfficienten 4", B 
und B’ ganz verschwinden. Diese Gleichung geht alsdann in die folgende 
über: 

10. Ar +AW+2B'tu = 1, 
und zur Bestimmung der beiden halben Axen der bezüglichen Curve er- 
giebt sich 
11. r—-(4+4)r +(A2—B") = 0. 
I* 
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11. Wenn wir der Kläche nach einander verschiedene Lagen ge- 
ben, so ändern sich die Coefficienten ihrer Gleichung; diese Aenderung 
aber mufs von der Art sein, dafs die drei Coefficienten in der Gleichung 
(9.) unverändert bleiben. Es bedeuten aber A, A‘, A’ in der allgemeinen 
Gleichung die Quadrate derjenigen Perpendikel, welche, vom Mittelpuncte 
der Fläche aus, auf die drei, den jedesmaligen Coordinaten- Ebenen paral- 
lele Berührungs-Ebenen gefällt werden können. Die Summe dieser Qua- 
drate, und also auch die Entfernung des gemeinsamen Durchschuittspunctes 
der drei Tangential-Ebenen vom Mittelpuncte, ist constant. 

Der geometrische Ort für körperliche Ecken, welche von drei be- 
bebigen, paarweise auf einander senkrechten und eine gegebene Fläche 
(und insbesondere auch Curve) zweiter Ordnung berührenden Ebenen 
gebildet werden, :st eine Kugel, für welche das (Quadrat des Radius 
der Quadratsumme der drei halben Aren gleich ist. 

Es bedeutet ferner, in Folge der Gleichungen (11.), der Ausdruck 
(44'’— B'") das Product der Quadrate der beiden halben Axen der Curve 
(10.), welche die Basis des der Fläche umschriebenen, auf der Ebene xy 
senkrechten Cylinders, oder, was dasselbe ist, die Projection des El- 
lipsoids auf diese Ebene is. Das Quadrat dieser Projection wird also 
durch m’(AA’— B'”) dargestell. Eben so bedeuten z’(44”— B”) und 
z (4/4 — B?) die Projectionen des Ellipsoids auf die Ebenen ©2 und yz. 
Hiernach ergiebt sich, wenn wir den Coäfficienten von 7” in der Gleichung 
(9.) betrachten, der folgende Satz: 

Die Quadratsumme der drei Projectionsflächen eines gegebenen 
Ellipsoids auf irgend drei auf einander senkrechte Ebenen ist constant. 

Bonn am 29sten März 1842. 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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8. 


De integralibus differentialium algebraicorum. 
(Auct. ©. Ramus, prof. math. Hafn. ) 





er | 


$. 1. 
Propositum nobis sit integrale 


J° (v,y)dr, 


ubi »(Z2,y) est functio rationalis quantitatum z et y, alque y radix quae- 
dam aequationis algebraicae 

1. d=ptmytmy-...- tPp-ıy""tYy”; 
in qua co@fficientes P,, Pı> Pr, ++ ++ P,— Sunt integrae functiones ipsius «x. 
Si enim essent fractae, formam haberent fractionum, quarum et numeratores 
et denominatores omnes essent functiones integrae, tum autem ponentes y 


U . . . . . 
= —, ubi f(x) esset polynomium integrum per omnes illos denominatores 


fs) 


divisibile, pro »(&,y) haberemus functionem rationalem ipsarum x et u, 
existente u radice quadam aequationis formae (1.), non nisi integros co@f- 
ficientes continentis. Si autem 9,, Pı> Pas «+++ Pn— essent funcetiones ratio- 
nales duarum quanlitatum z et z, existente z radice quadam aequationis 
datae ratronalis inter z et 2, propter duas aequationes, quarum una x et z 
contineret, altera z, y et z, eliminaretur z et sic rursus haberemus y ab 
x immediate dependentem propter aequationem finalem, formae rationalis, 
inter z et y. Quod idem obtineri potest, si solummodo nobis adsunt p + I 
aequationes rationales, quarum quaeque continet omnes has: y, 2, %,, 2, --- 
..2, etc; eliminatis enim 2,22, 25, .... 2,, aequatio finalis, formae ratio- 
nalis, continebit solas y et x. Praelerea si pro »(z,y) propositam habemus 
generaliorem hanc 


alt, Yır Yır Ya» ..Y,) 
scilicet functionem rationalem quantitatum omnium 2, Yır Yas Yas +++ Yps 


ia ut aequationes adsint rationales quae sequuntur: 1”* inter y, et x, 7“ 
inter y, et 2, 3"* inter y; et &,....p" inter y, et z; ex omnibus hisce 
junctis cum sequenti 

y= als Yır Yar Yarr+r + Yp) 
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propter eliminationem effici potest aequatio finalis, formae rationalis, inter y 
et x, unde fit, ut integrale propositum 


EZ Yı» Ya» Yay ++ Y)dr 


|yıaz, 


ubi y„ est radix quaedam aequationis algebraicae et rationalis inter z et y, 
aut si f(x) est functio integra per denominatores omnes co6fficientium illius 
aequationis divisibilis, integrale nostrum formam induit 


abeat ın 


ubi y est radix quaedam aequationis (1.), in qua co@fficientes 9,, Pı> Pas »*-- 

sunt integrae functiones ipsius x. Si autem Ar in fractiones simplices de- 

componitur, integrale (2.) in simpliciora iterum resolvitur, quorum forma est 
age 8 1... 


(z— a)’ 
ubi r est numerus positivus et integer, aut forsan O0, et a quantitas constans 
vel realis vel imaginaria. Praeterea ob substituionem y=3— Pr IM 


"Pr dx 


(1.) et (2.) factam, cum Fa) finitis terminis exprimi possit, semper 





statuere licet, in integralibus (2.) et (3.) y determinari per aequationem illam 


(i.), ubi sit 9,_ı = 0. Deinde vero si ponimus y SAN, pro (2.) hanc 





: 'p,dx u ie 
formam obtinemus f ‚ °— , quae, cum 9, sit functio integra, iterum resol- 


dx 
3. f- Z RR . 


ubi ” est numerus positivus et integer, aut forsan 0, et 2 radix quaedam 
aequalionis, cujus forma est illa (1.), in qua coefficientes ut antea sunt func- 
tiones integrae sed simul », =0. Formae illae (3.) et (3‘.), si in illa sup- 
ponitur ?,_, = 0, in hac 9, =0, simplicissimae sunt, ad quas generaliter 
reduei possunt integralia differentialium algebraicorum, ita ut unam aliamve 
formam pro arbitrio eligere liceat. 


vitur ın 
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S. 2. 
Sit 





4. LE) m /- f ee). y”(z)de, 


ubi f(z) est functio integra ipsius &, m numerus positivus et integer, y (2) 
una ex hisce n radicibus y,(X), y(2), Y3(®), »... Y„(X) aequationis (1.), 
in qua ut ante P,, Pı, Pr ++» » Pu Sunt integrae functiones ipsius x. Prae- 
terea sit 
. dbenrnytar tmy, 

ubi gu, Yı> Say ++. + Yun Sunt integrae functiones quantitatis © nec non com- 
plurium quantitatum independentium. Caeterum in hac aequatione (5.) ter- 
mini nulli adsuni, qui gradum excedunt (a—1)tum, quoniam has 


F +1 .n+2 .n+3 
y”, , ER TR . 


ad potentias inferiores quantitatis y ope aequationis (1.) semper redigere 
licet. Ponamus etiam 
6. sa) = + una) tryi (2). .t+mn-1Y (&). 
e(2) = Sı(7).5(0).55() er... : s „(a 


sic ut 
1. 0=e(®) 


sit aequatio finalis, quae oritur ex (1.) et (5.) propter eliminationem ipsius 
y atque ad determinandam = ut functionem quantitatum independentium in- 
servit. Aequationis (7.) forma est rationalis et integra; sit gradus ejus u, 
et designentur radices ejusdem 
Dip Eyy Layer Due 

Ex aequatione (7.), differentiatione instituta, sequitur 

8. .0=e(e).de+d.o(z), 

do(x) 


ubi p (x) = = et d significat differentiationem quoad variabiles indepen- 
4 da q 


dentes. Sit porro 


yı (a).ds,(a) , y,(a).ds,(a) Y, (a).ds„(a) (a) 
.. aaa ‚nein, „rra-ine] _ Hu 











adeo ut 
10. F (a) zu 


Y"(a)s(4)s;(a)s,(a) ....8,(4).0s.(a) + y”(a)s (a)s;(a)s,(@) ....9,(4).08,(@) 
f(a) ‘+ Yi(a)s.(@)s«(a)s.(a)....5,(0).05;(a)-+ ....+Yy”(a)sı(0)8(0)53(@)..... 
.8,_,(4).0s, (0) 
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secundum theoriam functionum symmetricarum sit functio integra ipsius a. 
Constat autem, fractionem (9.) decomponi posse ut sequitur: 


F(.x) 
+ Erler y)’ 





F(a) __ ni Fix) 
o(a) EX). (e—a) 





11. 














II®(x) significante co@fficientem ipsius - qui exstet in serie, in quam 
explicari possit P(x) secundum ordinem potentiarum quantitatis x descen- 
dentium, ZP(x) autem summam P(x)+ Pl) + Pla)... +P(x,. Jam 
cum x, sit radix aequationis (7.) et o(x) habeat formam (6.), quantitatum 


s,(a;)s S2lar)y S3(&r)s »++. Sn(X,) evanescat aliqua, ut s;(x,), necesse esi, 
unde propter (10.) concludimus 








F(x,) = fa)y; ()sı (a): (83) ....$; (2) Sir (RR) 5a) dl) 
a fa)y; (z)d.o(aı), 
ubi d.e(xı) respicit ad solos co@fficientes ipsius p, non ad valorem radicis x;, 


licet hoe ab independentibus implicita ratione dependeat. Est igitur 


B% Fand fiad >}: (a8. er) fKady; (a)d.x, BER‘ ; 
eK): (a—ır,) = 5), (a— x) = 2, ap Bez U (x) 








(seilicet secundum (8.) et (4.)), itaque 











1% 2 oa Ute t Ye) + ie) 
Praeterea e formula (9.) sequitur 
F(x) 
Ba TORE 
nf) fyi(e)ös,(“) , ya(a)ös,(&) y,(&)ös,(r) 
= n [ar ya +]. 





Quae expressiones (12.) et (13.) in formula (11.) substitutae, et quae inde 
F(a) 
e (u) 





naseitur fractionis expressio rursus in (9.) substituta, dant: 























d.[Y )tYl:).. .tYlx,) 
»”"(a)ds, (a) 7 (a)Ös,(a y, (a) ö ) 
\ Yı 2 5 Ya IW9g a) ‘in $, (@) 
re [\a) 1 ‚ (a) s,(4) TEEN sn (@) | 
)ös,(x) (a) ös, (x) y(x)ös „(#)], 
falyr“ y: (Ale) ke a 
x—al (2) ”, s,(&) Sn(X) 





Huius alterum membrum est differeutiale aceuratum quoad signum ), nam 
fs Yıs Yı> +++ Y„ nullam coutinent independentem. Habemus igitur integrando 
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x z ) 
v (2) = / . re dz, s;(2,) = 0, 


vla)t+ Ya)... tVlz,) 
C+ ft(a) [y! (a) logsı(a) +Y7 (a) logs.(a)....+y” (a) log s, (a)] 


— 11 [2 [yr (@)logsı(@) + 7 l0g8,(@).... + y7 (2) logs,(@)], 


ubi € est constans arbitraria. Haecce relatio, forma transcendenti, inter 
Zi, X, +... ©, atque variabiles independentes locum habens una cum alge- 
braica illa (7.), est ipsa indoles et proprietas fundamentalis functionis Y. 
Jam si aequationis (14.) utrumque membrum quoad quantitatem a differen- 


tiatur, ob 
Eye) 1.2 Ben 1) Fr" 


da’ (x — a)’ 
oritur proprietas fundamentalis hujus ultimi integralis, quod positis m = 1 
et f(x) =1 formam habet (3.), ad quam omnia differentialium algebraico- 
rum integralia reduci posse supra est demonstratum ($.1.). Si vero aequa- 
tionis (14.) utrumque membrum per da multiplicatur, deinde quoad « inte- 
gratur, theorema fundamentale obtinetur, quod valet de integrali 


Ste) log«—a).y” de, 


quod posiio z=a-+-2 ad formam reducitur simpliciorem hanc: 


15. /f@)logz.y” dz 
existente /(z) functione integra ipsius 2 et y radice quadam aequationis 
algebraicae (1.) siquidem in hac 2 pro © substituas et co@fficientes p,, Pı; 
Pzy »+++ Pu—ı functiones integras ipsius z esse admittas. Maximi autem est 
hic observare, integralia quae praebet alterum membrum formulae (14.), ad 
integralium classem pertinere eandem, ad quam illud (15.) sit referendum. 
Nam si in integrali quodam, cujus forma est ' 


fi f(@a) logs,(a).y; (a)da 
ponitur s, (a) = u et aequatio formatur 
0 = (u—s,(a)) (Uu—s,(a))(U— 5;(a)) .... (U—5,(4)); 
quae u et a rationaliter continet, obtinetur da = P(u,a)du, ubi D(u,a) 
est functio rationalis quantitatum u et a; sed si ponitur 


f(a) P(u, a) y; (@) =v, 
haecce aequatio juncta cum iis quae exstant, una inter a et y,(a), altera 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 1. 10 


14. 
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inter a et u, eliminatis a et y,(a), aequalionem dat finalem rationalem inter 
u et v, et sic integrale nostrnm erit / logw.vdu, vel si placet 
log u 
16. Fu) 0 du, 


ubi F(w) est functio integra ipsius vu, et z radix aequationis formae (1.), 
siquidem z pro y ponas et Pu, Pıs Pa> +++» Pn—ı Integras functiones ipsius % 
esse admittas. HFacile denique apparet, in aequatione fundamentali, quae 
pro funetione (15.) obtinetur, non solum summam ab hac ipsa formatam con- 
tineri scilicet pro radieibus aequationis algebraicae gradus uti, sed et simi- 
lem summam a functione (16.) formatam, et respondentem radicibus alius 
cujusdam aequationis algebraicae gradus ati. 


$. 3. 


Si proponitur integrale quod sequitur 


19. ee ee 


Paz“ ‚ y”"(%) - 





ubi f(x), y(x), m et a easdem quas antea habent significationes, possu- 
mus quidem in iis, quae praecedunt, »» ubique in —m mutare, sed atten- 
dendum est, functionem Fa), formula (10.) exhibitam, non amplius manere 
integram, esse scilicet 




















Fi) = tn = CAR) 
Yy, (Wy; (a) ....y, (@) pP, (a) 
ubi P(a) sit functio integra ipsius a. Igitur pro (11.) habemus 
F(a) ea 
N ee 
F (x) > F(x) ig (—1)"” dr! P(x) 


o (2). (X «) 0 (#).(a—x) ! 1.2.3....(m—1) “ dar-i' e(#).p‘ m (x2).(0—x) ’ 








ubi Tl et prius Z easdem quas antea habent signihcationes, alterum 3 est 
summa quae respondet valoribus ze =NX,, A, .... A,, id est, radicibus 
aequationis 9,(2) = 0. Cum harum quaelibet X, pro x in aequatione (1.) 
substituta faciat 9, = 0, € quantitatibus Y,(X,), Ya(A,)> »».. Y.(A,) evanescat 
aliqua necesse est, sunt enim hae radices aequationis, cujus deest terminus 
ille, qui ab incognita non dependet. Sit y„,(A,) radix illa evanescens, ita 
ut (7), qui est unas e numeris 1, 2, 3, +... 2, ab alio numero r depen- 
deat. Itaque si in 
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P(x) = y(@)y7 (@) ....y(@)F(®) 
y(@)y7 (z).. 2 (2) 5,(2)53,(2).... 5,(@) dsl) 
— f(«) + yz (2)y7 (T).. gr (x) Sı (X) Sz (X) m Sn (X) 08, (x) 
+)... y7, DH) EL)... 5er 
facimus z=N,, habemus 


PN) = NM Me AN A) IT NIEN,): —e = r 


unde sequitur 
(—1)”” P(},) — f(A, ypr (Ar ) ‚Isny (Ar) ) 
0 (Ar) p'5 (Ar)(a— Ar) (A)yn(Ar)ka—a,) SAr) 
> ; (@— hr)” ‚Isey(®) 
GL Ya a $(r) (x) 
(x — A,)” 
yo (@) 
solita via facile determinatur. His factis pro (14.) invenitur 











siquidem ponitur <=N\,, id quod facit =; ‚ eujus damen valor 





Ya) =/‘ (x ee sau), Y(r) (N,)=0(, O(,)= ® (X,); 











er ‘) 
Va)+Ym).... + V@,) 
b 'logs, (@) log s, (a) logsn(a) 7 
Ü (a) I ——— EEE 
19. A) yr y, (a) y" (a) Rn y” (a) | 
_ flo) plogsı (@) | 1ogs2(@) |, land) 
u “ 24a y, (x) y, (x) r y. (&) 














= (mol (27) .(2,— A, )” ‚log s r (2, )\ 
+; c - > m—L° (= rue 1 
| 1.2.3... (m—1) Z, dz, (2,— d) Yen %,) 


Haec tamen formula tribus nititur sendliiöniben, quae sequuntur 


Prima conditio est, ut p(x) et p,(x) nullum habeant factorem com- 
munem, nam si 2— X, esset factor polynomii og (2), denominator fractionis 
F(a) 
o(a) 
et sic decompositio nostra foret falsa. Hic autem casus evitatur, si aequatio 


o(2)—=0 propter divisionem ab iis omnibus factoribus liberatur, in quibus 
nulla continetur variabilis independens, quo facto o(x) nullum continere 
potest factorem 2—AX,. 


contineret factorem a—X, elevatum in potentiam, quae excederet mntam, 


10% 
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Altera conditio est, ut A,, An, »... A, sint omnes inaequales. Si 
enim est A, = X,, pro duobus terminis summae 3, qui respondent valori- 
bus r=1etr=?, unicus terminus sumendus est, sed simul in 


1 dr—ı 
20. 23.5.0? dar? 





(2, % N," 


pro »» scribendum est 2m. SiÄx=X',=X,, pro tribus terminis, qui re- 
spondent valoribus # = 1, 2, 3, unicus sumendus est, sed simul in tribus 
illis locis (20.) pro »n scribendum est 3m, et sic porro. Observentur haec 
in omnibus quibusvis radieibus illis A, si quae exstant, sibi aequalibus. 


Tertia conditio est, ut valor quisque A,, As, »».. A, unam solum- 
modo e radicibus Yı, Ya, »»-» Y„ faciat evanescere. Si enim z=N, duas 
radices Yy(A5) el Yıoay(Ay) evanescere facit, sequitur P(A,)=0, ita ut 
fractio Ar — ern ad minores terminos reduci queat, quo fit ut de- 
nominatur contineat solummodo (@—X,)”"". Praeterea in P(A,) nune duo 
illi termini conservandi sunt, qui Yo) Ya, mon simul continent. Debet 
itaque in tribus illis locis (20.), quando "= $, m mutari in m —1, et eodem 
temmpore log KORK . 108 so (do) 108 8 (A) 

Yo (40) Ya (48) Y(ay (29) 
si tres pluresve radicum Yı, Ya, Ya5 +++» Y„ evanescunt, ubi pro = substi- 
tuitur radix quaedam aequationis 9,=0. Omnes hie casus facile semper 
agnoscuntur: nam si 9,(\,)=0 sed p,(A,) non = 0, quantitatum Yı, Ya; + -- 








. Similiter res peragenda est, 


... Y„ una tantum evanescit propter 2=X,; sed sip,(A)=0, p(X,)=0, 
P:(N,) non = 0, quantitatum, quas dixi, duae evanescunt propter =\,; 


m—i 
et sic porro. ÜCaeterum apparet, ordinem illum differentiationis qmai Pro 


r 


r = diminuendum quidem esse tot unitatibus, quot aequatio (1.) po z=N\, 
radices habeat evanescentes, sed ita tamen ut ordo non fiat negativus, tum 
enim terminum summae 3, qui respondeat valori r—=9, esse ejiciendum, 
quippe quod a—NX, e denominatore fractionis decomponendae, ad minimos 
terminos reductae, dispareat. 


Si in (1.) dur O=p, =Pp....=P,-ı, Statuere licet m <n, nam 


hoc casu est y=y—-p,, igitur yPt7= (—p,Pv(—p,), si aulem =» non 
<n, facere possumus m=pn+9g, ubi g<n; ita ut functia (17.) sit 








ES ER E 
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v@) = [- ra) RE ‚ quae per decompositionem fractionis 
(2— a) (— pP V(— Po)" 
1 ; . u 

„ in forma reducitur simpliciorem 
(x —a)(—p,) 

/- f(a)dx _ 1 er f(x)dx 

(a—eVryı 7 1.2..r—1’deJ (e— c)y1 ' 

Eodem hoc casu, m<n ee 0=p,=p.....=p,-ı, cum omnes radices 


Yı» Yay »*++ Yn pro quovis numero r, id est pro omnibus valoribus = = 
Aıy Any «+. A,, evanescant, ordo m—1 mutatus in m —n—1 evadit ne- 
gativus, unde sequitur, ut summa & tota dispareat. 


$. 4. 


Formula (19.) duos complectitur casus speciales bene notos, quos 
dedit Abelus (huj. diar. Vol. III. pag. 317 et Vol. VI. pag. 78). Primus 
casus sic obtinetur. Ponendum est: 


n=?2, n=1, pm=—Ppr, p=0, 
Pr =Der.d,z, 9 = 092.02, 4. 0%, 
ubi 9,x, D,x, dx, d,x sunt functiones integrae ipsius z, sed in solis dx 
et d,= co£fficientes exstant variabiles et independentes. Invenitur 
yı = V(De), ypn=—-v(de), 

(2) = HtgvV(Pr), s.(2) = W—-AyY(Pr), 
so), = HH —-NPfre=de:.W2.0d, c—9x.D,r), 
igitur, ob primam conditionem, cui obnoxia esse debet formula (19.), cum 

in ®,x nulla adsit independens, 


o(2) = 9"r.0,2.0r.P9,r. 











Praeterea 

logs, (a x) | log log s, (2) a. 1 log }ı s,(X) Re | LA ACHE A LZEAUUZER 
Yılz) Y: Fi Y(y x) 5, (&) v(pyx) 92 ıE)— I a lyR) 

In altero membro formulae (19.), propter id quod supra explicavimus, dis- 





t I 1 bro hab / ., fla)dr 
paret summa 3. In primo membro habemus L(x,) = +f —a)yıo8)’ 


0 
signo superiore locum habente si s(2,) = 0 id est dx,.yY(D,x,) 
—9,2,.V (0,2), signo inferiore si 5(2,) = 0 id est dr,.y(O,z,) 
9,2. y (O,x,). Ned possumus in formula (19.) omnia signa mutare, rursus 
autem CE pro —C scribere. Quo facto invenimus 


| 
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”r SFa)de 


(x —ua)yY(px)’ 


vl) + EVD) + HE) 
kacs n. fa) | da.y(y,a)+P,a.v(p, a) 
(pa) da.y(yıw)—0,a.V(p;, 4) 
f(x) 9x.V(yı2)+0,xX:V(y, X) 
+ (x— a)yY(px) 1 Fer ee wege re x)’ 





va) = 
u 











ubi signum quodque &, &, ..-. &, indicat +1, ita ut generaliter e, deter- 


‘ 


minetur per aequationem dx,.y (Dı ,) = 92: Y (Oz). Formula haec (21.) 
est prima illa Abeli, de qua supra dictum. 
Ut altera obtineatur, ponendum est: 
m<n, pı =—4, p=Q, A u Pr =O, p=—R, f(z) = 1, 


ubi 7? est functio integra ipsius x. Est igitur y„"=R sive 
yı=yÄä, y=ayhk, y=uwyR, .... Ya vR, 


1 
ubi 1, &, @, »... a”! sunt valores omnes quantitates 1”.° Disparet hic 


Y 


(x) 
e(®) 





quoque summa 3, et evanescit terminus II, quia est fractio genuina. 


Habemus itaque 


1 \ —ım "Ek dx r x 2r F 2 
| (x) we ° / u ee » sl) nt ga vR+gu vR... 
o (X er a) vd E ... + IAn—ı Er yR-, 


a, (2)=0, S(0).52(8).53(8)..9n(0) = A(2-2,0-2,)(2-2;)....(2-2,), 
ws \ 


Va) tr)... vw.) 


= C+ ——— [logs, (a)+ a” logs,(a)+ a" logs;(a)....+a"””logs,(a)]. 


CR” (a)) 





Quae est altera formula supra commemorata. Demonstrationem ejus 
„on dedit auetor. haec solummodo seribens: „Rien n’est plus facile que la 


.demonstration de ce theoreme. Je le donnerai dans un de mes memoires 
„prochains dans le journat de Mr. Crelle” Sed hujus voti solutionem 
praematura mors impedivit. Quod autem in formula ejus signum — deest 
in exponentibus quantitatis «, id ni fallor errori typothetico debetur. 
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Adnot. In commentatione quae inseribitur „Demonstration d’une 
propriete generale d’une ceriaine classe de fonctions transcendantes” (huj 
diar. Vol. IV, pag. 200) et in hac alia: „Sur la comparaisson des fonctions 
transcendantes” (Oeuvres completes de N. #4. Abel, Tom. I, pag. 66 ) me- 
ihodus generalis indicata est inveniendi proprietates integralium, quales for- 
mulae nostrae (14.) et (19.) exhibent. Quam viam et ipsi ingressi sunt 
auctores disquisitionum, eandem materiam tractantium, quae in hoc diario 
exstant sequentes: Vol. X, pag. 195, et XI, 373 (Minding); Xil, 89 
(Poisson); XIX, 84 et 113 (Jürgensen); XX, 178 (Broch). 

Hafniae d. 18 Septemb. 1840. 
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9. 


Sur une question de probabilite relative aux 
correetions des hauteurs barometriques. 
(Par Mr. ©. Ramus, prof. a Copenhague.) 





Dans un barometre aA syphon, la temperature etant =0, soit la section 
interieure du tube perpendieulaire a laxe =1, la longueur entiere de la 
colonne du mercure =NX, et celle du mercure soutenu par la pression at- 
mospherique = g, done celle, qui est en Equilibre de lui meme, A— 4 =.a. 
Or, la pression atmospherique restant la m@me, si la temperature change et 
devient = $, il arrive 1° que les deux longueurs g et X—g en se dilatant 
deviennent 
1. g(i+md), A—g)(A-+mb), 

ou 2a = 0,0001802; 29° que la dilatation du verre fait augmenter la section 
interieure du tube, qui devient (1 +n9)’, ou n = 0,0000086, ce qui n’altere 
en rien la premiere des deux quantites (1.) ou la hauteur barometrique. 
Ainsi le volume du mercure soutenu par la pression atmospherique s’accroit 
de g(1+ md) [(1-+-n9)’—1] aux depens de celui, qui est en @quilibre de 
ui m&me, ensorte que Ja deuxieme quantite (1.) devienne d’abord 
XN—N)A+m9)— gt +md) [1 + RN? —1] = [A—gll +nd’](1 + md), 


puis, en vertu de la dilatation du verre, 


2. =; WIE 4] 1+mt) = 


la hauteur barometrique vraie, ou celle qui repond & la temperature —= 0, 
etant g=N—a, la hauteur observee, repondant a la temperature #, est 
0O=N—)Ö, qui se trouve des que 5 est immediatement observe au moyen 
d’une echelle appliquee a la brauche ouverte. L’expression (2.) donne 


3. 0=ıdgl1+m)) — Eon, 








d’ou Fon tire la formule de correction, qui donne g exprime en Q, 6, A, m, n. 
Quant a la quantit& constante A, qui depend de la masse du mer- 
cure coufenu dans linstrument, il est evidemment impossible d’en assigner 
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la valeur de maniere a faire disparaitre Vinfluence de la chaleur. En efet, 
on n’en aurait la compensalion exacte et generale, a moins que O=y ou 
en vertu de (3.) 
m(1--n0)? 
— m—n(?+n0) 7 
ce qui est absurde, # et y etant variables, A constant. Mais, la masse du 
mercure etant arbitraire, on peut demander, quelle est la valeur de A la 


plus avantageuse.' Comme dans aucune :observation isolee on ne peut se 





dispenser de faire la eorrection relative a la chaleur, la question, pour 
qu’elle ait du sens, doit @ire exprimee comme suit: quelle est la valeur de 
* propre & faire differer entre eux le moins possible les resultats moyens 
d’une tres grande serie d’hauteurs barometriques observees de celle des 

| hauteurs y correspondantes, reduites a la temperature 0? 

| Regardons g et $ comme independauts l’un de l’autre, ensorte que 
des valeurs quelconques de .yg et de 5 aient des probabilites, qui soient 
des fonctions respectives de g et de 8. Ües fonctions elant designees par 
f(g)dg et D(9)dd, la somme de toutes les differences des hauteurs baro- 
metriques observees et reluites dans un nombre infini des observations sera 


SKA-DIDOHagas, 





ou en vertu de (3.) 


IN ms "Fe a] rwo@ag as, 


lintegrale relative a g et a 5 etant prise entre des limites constantes, savoir 
les valeurs extremes de ces quantites dans le lieu d’observation, ou meme 
g=0, y=x,9=—x,9=+x, parceque f(g) et D(9) s’evanouissent 
hors des valeurs extremes de g etd. Ainsi on aura une expression de 
la forme A—Bx qui, suivant la condition demandee devra etre —=0, par- 


A 
f- afin da I” 090) do 


tat \=—, dest a dire 
kn a 5) f _ . 
St DIN] nuetnn nn md FT 7 





4. = 





B’ 
(1-+-n0)? 


Les fonctions f et ® ne nous sont pas donnces; mais on peut connaitre 
la hauteur barumetrique moyenne =M et la temperature moyenne = ®, ce 
qui rend possible la determination approximative de la valeur X. En eflet 
on a 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft1. 11 
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JS orwan > 64(0)d0 
OS rinas na 


et d’ailleurs / f(Qdg 7 A ®d9=1; partant 


mOM 


te2m—n(2?+n0), 
J Indy 04 OFT 


Le denominateur de cette expression, developpe suivant des puissances 
ascendantes de n, devient 


man)” un eher A 9?®(9)d9 


= 0? 9(0)d9 
(2m —3n)n 








2. u 








— I 


m—!’!n @) 


en negligeant les termes de loordre mn? et n’. Ceci etant substitue Jans 
(9.) donne 





— mmol: = 


-” 


re 0° (6) dO 


ee 1 + m=3mn 4 [ar 


m—?’n 


.- "*g29(0) a0 
(; + 0,00001765 . —— 5 ———/ M. 
Si T est la valeur numerique de la plus grande des temperatures qui 


puissent reellement exister dans une serie d’observations ordinaires, on a 


+2 
f 0? p(0)d9 


2% FEOB<T/” 99)d9, partann —— — >00 et <T. 


LS) 











— 1,10552147 





Par exemple, en supposant T= %, on trouve 

> 1,10552 M et < 1,10591 M, 
et en faisant M = 336, 

x > 371,45472 et < 371,58576. 

Lorsque toutes les observations ont ete faites sous des eirconsiances 
particulieres, telles que la temperature soit constamment comprise entre deux 
limites fixes, dont linferieur =f, le superieur = T), et que toutes les va- 
leurs de 9 dans cet intervalle soient &egalement probables, on peut determi- 









a a 
an EEE 


u. ah 
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ner la valeur exacte de A. Car dans ce cas on a dh) = at et les 
limites de lintegration — x», + x, doivent @tre changes en tet T, ce 
qui donne © = nn et 

RNDIR 3zmm(T—t)M 





i i1+nT (m—n)nT—t) 
5 1+-nt (1+-xT)(1+nt) 
Par un procede semblable a celui, employ& par Laplace a la deter- 
mination de la probabilite des erreurs des r&sultats moyens, on {rouve 
2 2 
Yan’ 
comme exprimant la probabilite que dans un grand nombre = s diobserva- 
tions la difference des resultats moyens des hauteurs barometriques obser- 
vees et reduites soit comprise dans lintervalle 


7. (k+h)u+2(k+h)z 1 


$ 





ml 2 (T—t) 


e:’dz 


/ ayant une valeur queleonque, —A et k etant les valeurssextremes, une 
negative, lautre positive, de Q—g, et les quantites u et v etant deter- 
minees comme suit: 


ig’ k 
u = / zy(a)de, v = / ay(z)de, 
—h 


—h 


i. (eo Ir m—n(2-+n0) | g(0) 7 
M rk; m(1-+-n9)? Al # di 





ver) 


ensorte que b(z)dx est la probabilite, que dans une observation quel- 
conque Q—g ait la valeur x. Lorsque s augmente a linfini, la difference 
des deux resultats moyens, en convergeant, Ssapproche de (k+ h)u. Üest 
done la quantite qui, etant retranchee du r&sultat moyen des hauteurs baro- 
metriques observees donne celui des hauteurs reduites, lorsque le nombre 
des observations est infiniment grand. Donc, si Von a une {res grande 
serie d’hauteurs barometriques observees et reduites, correspondantes les 
unes aux autres, on trouve immediatement (k+A)u, ce qui fait connaitre 
u, et de la on trouve une limite superieure de », parceque v > Zu‘, £ de- 
signant la valeur numerique la plus grande de r, et w’ la valeur nume- 
rique de ı. 

Si x a la valeur (5.) ou (6.), lintervalle (7.) converge necessaire- 
ment vers O0 lorsque s augmente a linfini, d’ou il suit (A+-Ah)u=0, par- 
11% 
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tant u=0. Dans ce cas la limite superieure de » ne peut plus @ire Zu‘ 
e k 
qui est = 0; mais on a generalement v<F/ L(z)dz ou v<E. Ainsi, 
<h 
lorsque A est egal a la valeur (5.) ou (6.), Vintervalle (7.) peut s’exprimer 
au moyen d'une petite extension comme suit: 
Ak-+-h)kz 

+ > ae 
Or suivant (3.) et (6.) on a a peu pres 2 = m(g—M)d-+2mnıH”, ce 
qui pour A = 371,5 donne z = 0,0001802 (g— M)$ + 0,00000115144 6%, 
d’ou, en fasat g—-— M=+12,9=25, on trouve k = 0,05477% et h= 
0,0533404, done 2(A+h)ii= 0,0118455. Soit par exemple s = 100, 
z=3. On trouve la probabilite extr&mement petite 


2 23 Mi 
ga ml e”" dz = 0,0000221 





pour que la difference des resultats moyens de 100 hauteurs barometriques 
observees et reduites tombe hors de Tintervalle 
s + 0,003595. 
Copenhague le 18 septembre 1840. 
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10. 


Entwickelung einiger trigonometrischen Formeln 
durch Hülfe der Lehre von den Doppelschnitts- 
verhältnissen. 

(Vom Hrn. A. F. Möbius, Professor in Leipzig.) 





Bekannt ist die von Euler zuerst aufgestellte Formel 


a” br 
(4) (a—b) (a—ec).... (a— m) (b—a) (b—e).... (b—- m) er 


ld 


wo p eine positive ganze Zahl bedeutet, die kleiner ist, als die um I ver- 
minderte Anzahl der Elemente a, db, .... /, m und auch null sein kann. 

Wenn ich nicht irre, hat man auch bereits gefunden, dafs es eine, 
dieser algebraischen analoge, trigonometrische Formel giebt, die aus der 
erstern erhalten wird, wenn darin statt der einfachen Differenzen a—Ö, 
a—c, b—c, .... in den Neunnern die Sinus derselben und statt der Po- 
tenzen von a, d, c, .... in den Zählern die Potenzen der Sinus oder Co- 
sinus von a, b, C, .... gesetzt werden. Indessen dürfte die folgende Art 
und Weise, wie die trigonometrische Formel aus der algebraischen herge- 
leitet werden kann, neu sein und vielleicht einige Aufmerksamkeit verdienen. 

Werde die Zahl »y um zwei Einheiten geringer als die Zahl der 
Elemente angenommen und ihr somit ihr gröfstmöglicher Werth gegeben. 
Man ziehe nun fürs Erste den speciellen Fall in Betrachtung, wenn die 
Elementenzahl —= 5 und mithin »y=3 ist. Die identische algebraische For- 
mel ist alsdann: 

as hs 








mp 


(m—.a)(m—b).... (m —J) 





eu U, 











(«—b)(a— e) (a—d) (a— e) 2 (b—a) (b—e) (b—d) (be) r..= er 
oder, wenn man statt a, db, c, .... resp. a— a, b—r, c—z, .... setzt: 
(a— x)? (b— .r)3 ae 








@-5)a-e)(a-d)la=e) F B-aV-J0-A0- tt" 
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und wenn man das erste Glied in die übrigen dividirt: 


(a) .... 1—(b) — ()—- (d—(e) = 0, 


wo (b) = —— 





| 


ir (e— r)a —Jb) (a—d)(a— e) 
Aue («a— x)’ (e—b) (c—d)(c— e) 





b) u. Ss. W. 


Den Werth von (2b) kann man aber auch ausdrücken durch 
b—r b—c\(b—x b—d\ı (b—ı b—e 
2 ee 


BE al — Fe 





welches als ein Product aus 3 Doppelschnittsverhältnissen betrachtet wer- 
den kann. Dann nimmt man in einer Geraden / einen Punct Z willkürlich, 
und 6 andere Ä, A, B, C, D, E so, dafs (mit Rücksicht auf die Zeichen 
von 2, 04, D, »+..) 


2X mo, Allee ZBuhh, .:. BE uie, 


so wird (b) = 67 ni ( B, . en 


— dem Product aus den 3 Doppelschnittsverhältnissen, nach welchen eine 
und dieselbe Linie BA in X und C, in X und D, in X und E getheilt 
wird. (Baryc. Calc. $. 182.) 

Ein Doppelschnittsverhältnifs hat aber die merkwürdige und sehr 
leicht erweisliche Eigenschaft, dafs sein Werth ungeändert bleibt, wenn 
statt der Linien - Abschnitte, die dasselbe bilden, die Sinus der Winkel ge- 
setzt werden, welche die von einem beliebigen, aufserhalb der Geraden / 
gelegenen Puncte O nach den Kndpuncten der Abschnitte gezogenen Ge- 
raden mit einander machen,-und dafs hiernach z. B. 

XB,CB _ snA0OB ‚sinCOB 
A4'C4 7 snA04"snC04A’ 
Setzt man daher die (nach einer und derselben Seite gerechueten) Winkel, 
welche die Linien OX, 04, OB, .... OE mit OZ machen, resp. =®, o, 
BY 0, & So ist 
b—-#x.b-e _ XB,CB 


sin (d—g) , sin(@— 7) 


a—x'a—c  KXA’CAT sin(@—Yy)’ sine —y)’ 
und eben so 


DB Re 
a—ıxı " a—d sin(@ — 1)" sin (@ —ö)’ 





l 


ee RE) ER 


a—x a—e sin(@—yp)" sin(@e—e)' 
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Hiermit wird 


Hi sin (#— p)? sin (@«—y) sin (@« — d) sin (@ — €) 
ed sin (@ — p)? sin (d— 7)sin (?— d)sin($— e) ’ 


und eben so findet sich 





gr sin (y — p)? sin (@ — f)sin (@ — d) sin (@— &) 
ee sin (@ — p)° sin(y — P) sin (7 — d) sin (y— e) ’ 





u.s. w. Man substituire nun diese Werthe von (b), (ce), .... in der Glei- 





2.46 o sin (@— g)? 
chung (a), so kommt, nach Multiplication mit Frerrea, Zan = re 


sin(@—p)? sin(#— 1)? 
sin («— ß) sin (@—y) sin (« — d) sin(@— &) TB =ejsind—y)snd— sn Aa 
+... 0: 
eine Gleichung, welche identisch sein mufs, da, eben so, wie die Gröfsen 
x, a, b, c, d, e, auch die Winkel ®, &, ß, y, d, e von einander unabhän- 
gig sind. 








Auf gleiche Weise zeigt sich, dafs bei einer beliebigen Anzahl x 
von Winkel- Elementen a, ß, % --.. 1, v, wenn der Kürze wegen 
sin (@ — ß) y) .... sinl@— 9) — le, 
sin (#— @) user? sin (A—r) [d]; 
sin (v — @) sin (V nn TERmB sin (9 — 1) = [vl 














gesetzt wird, die Gleichung Statt findet: 
(0) .... [a] sin («—P)"" + [PB] sin (E—P9)” + ....+[v] sin v— 9)" = 0. 


Ist nun erstens n, und damit auch n—2?, eine gerade Zahl, so läfst 
sich sin (@—0P)""* in eine Reihe von der Form entwickeln: 


A+Bcos?2(a—P) +Ccos4(a—P) +....+ N cos(n— ?) (a—®) 
—= 4+ Bcos?2a cos?® + .... + Ncos(n— ?)a cos(n —2)O 
+Bsin?2asin2d + ....+N sin(n — 2)a sin(n—2)®, 


wo A, B,C,.... N von n—? auf bekannte Weise abhängige Zahlen 
bedeuten. Verfährt man auf dieselbe Art mit sin (® — ©)", .... sin (y— Od)": 
und substituirt alle diese Eintwickelungen in (0), so kommt eine Gleichung 
von der Form 
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0—= A+B,cos?P +C,c0s4P +....+ N, cos(n—2)® 
+ B,sin?2® + Gsin4® + .... + N,sin(n— 2)®, 
welche für. alle Werthe von ® bestehen mufs. Dieses ist aber nicht an- 
ders möglich, als wenn alle die Coöfficienten A,, B, B,, C,, ©;,.... N,, 
N, einzeln null sind. Somit ergeben sich bei einer geraden Anzahl von 
Elementen die speciellen Formeln 


++ WI +... +1] = 0, 
[el in 2 + + +1 = 0, 


sin 


sin 
[a] tt Rt + = 0, 
[le], a —Va+....+ DI, (a2 = 0. 


Ist dagegen n ungerade, so wird 
sin(a— 0)" = A’sin(a—PD) + B’sin3(a —P®) + C sn5(a—Pd) +... 
.+ N'sin(n — Y(a—D), 


woraus, durch den vorigen ganz analoge Schlüsse, die Formeln 


[«] +18] Pr. 


cos cos 
- 1 Sin. sin . Mn 
[«] cos 34 +1[P] 208 3ß+...+[r] Ben =0, 
u PER, sin re > 
el. a Ya+... +]. ad = 0 


hervorgehen. Ueberhaupt also hat man: 
sin 4 sin sin 
. [el Spa+ [Bl nPß+... +1 pr = 0, 
wo p absolut kleiner als 2, und n—p eine gerade Zahl ist. 


Endlich sieht man leicht, wie hieraus, bei derselben Bestimmung von 
p, die Formel 
sin _\? sin „\P sin \? 
A. (cos) + [21 (cos?) Tan (cos’) era 
vefolgert werden kann. 


Zusatz. Noch allgemeiner läfst sich die letztere Formel also 
darstellen: 

















I 
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(4—x) un (a—YV)..:. 


I. [a] (a9) (ax) 


cos Cos 


+ IB] EP) A x) By)... + ete. 


+ DD Me 0, 


wo die Anzahl der Elemente ®, x, %, .... gleich dem vorigen p, also um 
eine gerade Zahl kleiner ist, als die Anzahl der Elemente re 

Die Richtigkeit hiervon erhellet sogleich, wenn man die in [«], 
[3]; - --. [v] multiplieirten Producte aus Sinussen oder Cosinussen in Sum- 
men von Sinussen und Cosinussen der Vielfachen von «a, ß, .... y ver- 
wandelt. Denn in der somit umgeformten Gleichung wird zufolge I. jede 
der Summen von Gliedern, welche Gleichvielfache von o, ß, .... v enthal- 
ten, für sich null sein. 

Von der Formel IN. läfst sich noch eine besondere Anwendung auf 
die Kugel machen. Seien A, B, C, .... n Puncte in einem gröfsten Kreise 
derselben, und P, Q, .... p Puncte, welche irgend aufserhalb des Kreises 
auf der Kugel liegen. Man fälle von letztern auf den Kreis die sphäri- 
schen Perpendikel PP‘, 00', .... und setze die sphärischen Abstände der 
Puncte A, B, C, .... und P', 0',.... von einem im Kreise beliebig ge- 
wählten Anfangspuncte resp. = a, ß, % .... und ®, X, ...., so ist zu- 
folge jener Formel: 

cos AP'.cos AO'.... cos BP'.cosBV' .... 

sin AB.sin AC.sin AD... T inBA.mBO.inBD... t' = 9. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit cosPP'. cos00'.... und be- 
merkt, dafs cos AP'.eos PP’ = cos AP, cos A0'.cos 00’ = c0s A0, .... 
cosBP‘.cosPP’'= cosBP, .... u.s. w., so kommt: 


cos AP.cos AQ.... + ER BEN. _ 4, N 
sin AB.sin AC.sin AD..... ' sin BA.sin BC. sin BD .... uch ‚ 
Insbesondere ist daher für n=3 undpy=1: 


cos AP + cos BP ii cos PP © 
sin AB . sin AC sin BA. sin BC sinÜA .sinUÜB 











== 0 











oder 


sinBC.cosAP + sin A.cosBP +sinAB.cos CP = 0°). 








“) Nimmt man die Puncte A, B, C, P einander sehr nahe liegend an und be- 
rücksichtigt blofs die dritten Potenzen ihrer gegenseitigen Entfernungen, so wird 


sinBC cos AP= (BO— 4+BC>) 1—ıAP}) = BC—1ıBC. AP: — ıBC3, u. Ss. w. 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXIV. Hit. 1. 12 
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Fürn=4 ud p=2 ist 
_ eos AP.cos AO 4 cosBP.cos BO 
sin AB.sin AC.sn AD ' sin BA.sın BC. sin BD 
cosDP.cosDO 
+ sinDA.sinDB.sin DC 


Für n=5 kann man p=1 oder =3 setzen, u. Ss. w. 


Hi cosCP.cosCO 
sinCA.sın CB.sın CD 








== 0 








Bei der jetzt mitgetheilien Ableitung der trigonometrischen For- 
meln I. und II. aus der algebraischen (A.) wurde eine geometrische Be- 
trachtung mit zu Hülfe genommen. Fände man dieses unstatthaft, da der 
Gegenstand der Untersuchung ein rein analytischer ist, so könnte man, ohne 
das Wesentliche des Beweises zu ändern, folgendergestalt zu Werke gehen. 

Man drücke das Verhältnifs 


ae, ad 

b—c"b—d’ 
analog mit der in meinem baryc. Calcul ($. 183.) gebrauchten Bezeichnung 
durch (a, d, c, d) aus. Alsdann sind, wie dort ($. 184.), die drei aus 
(a, b, ce, d) durch gegenseitige Vertauschung zweier neben einander ste- 
hender Buchstaben entspringenden Functionen: 


1 
(a, b, e, d)’ 
PTR. 
(a, b, c, d)’ 
3. (v0ob,d= 1— (a, b, c, d); 
und hierdurch sind wir im Stande, nach und nach auch alle übrigen durch 
Permutation der vier Elemente «, 5, c, d sich bildenden Functionen durch 
(a, b, c, d) auszudrücken. 
Es ist ferner ($. 185.) 
4. (vb,od)\(,bec=(4b,e,d), 
wodurch sich aus zwei Functionen, welche drei Elemente «@, 5, c gemein 
haben, das eine derselben c eliminiren, d.h. die aus den vier übrigen Ele- 





1: a iu 


2. (,b,d, co) 








Hiermit reducirt sich die obige Formel auf 

BC. AP®+C4.BP?2 + AB.CP: = —ı (BC? + C4:3+4AB3) = BC.CA.AB, 
wegen BÜ+-CA+AB = 0: eine bekannte Relation bei einem System von drei 
Puncten A, BD, © in einer Geraden und einem vierten P aulserhalb derselben. , 





a > et 4 „ 


a. ch 


ns . 
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menten gebildete Function finden läfst, und dieses mit Hülfe der Formeln 
(1.), (2.) und (3.); auch in dem Falle, wenn die Aufeinanderfolge der Ele- 
mente in den zwei gegebenen Functionen irgend anders, als in (4.), ist. 


Es folgt hieraus weiter, dafs man, wenn drei Functionen gegeben 
sind, welche dieselben drei Elemente a, 6, c gemein haben, z.B. 


(a,b, c,d)= D, (a,b,se)=E, (a, b, c, Nn=F, 
aus ihnen zwei dieser Elemente, etwa 5 und c, eliminiren und damit 
(a, d, e, f) durch D, E, F darstellen kann. Ist noch die vierte Funetion 


(a, b, c, 9) = 6 


gegeben, so wird man noch a eliminiren und damit (d, e, f£ 9) durch D, E, 
F, @ ausdrücken können. In der That findet sich 


(d,,£)=(D, E,F, 6) ($. 186.). 


Sind folglich bei n Gröfsen a, db, c,d, ef, .... die n—3 Func- 
tionen D, E, F,.... gegeben, deren jede die drei ersten a, 5b, c und je 
eine der a—3 übrigen Gröfsen d, e, f; .... zu Elementen hat, so wird 
ınan aus diesen offenbar von einander unabhängigen Functionen alle übrigen, 
welche sich aus vier der n Gröfsen bilden lassen, bestimmen können ($. 187.); 
und dieses blofs durch wiederholte Anwendung des durch die vier Formeln 
(1.), .... (4.) ausgedrückten Algorithmus. 


Hat man folglich irgend eine identische Gleichung zwischen irgend 
welchen der aus a, db, c, d, e, f, .... gebildeten Fuunctionen, und setzt man 
darin statt der letztern ihre durch D, E, F, .... ausgedrückten Werthe, 
so mufls die somit zwischen D, E, F, .... hervorgehende Gleichung eben- 
falls eine identische sein, indem sonst durch sie eine Abhängigkeit zwi- 
schen den von einander unabhängigen D, E, F, .... ausgedrückt werden 
würde. Ohne daher etwas Näheres von der Art zu wissen, wie die durch 
(a, b, c, d) dargestellte Function aus a, b, c, d zusammengesetzt sei, reicht 
der gedachte Algorithmus allein hin, um jede Gleichung zwischen solchen 
F'unctionen, wenn sie identisch ist, als solche zu beweisen. 


Wenn folglich bei einer, auf irgend andere Weise aus vier Elemen- 
ten zusammengesetzten Function die Relationen (1.), .. (4.), welche jeneu 
Algorithmus begründen, gleichfalls Statt finden, so mufs jede Gleichung 
zwischen Functionen der ersteren Art, wenn sie eine identische ist, iden- 
tisch bleiben, wenn statt der ersteren die der anderen Art substituirt werden. 
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Solch eine andere Function von vier Elementen a, b, c, d ist aber 
sin (0«— ce) sin(a—d) 
sin b_—e) "sinb—d)' 
Denn bezeichnet man dieselbe durch [a, 5, c, d], so ist ersichtlich 


1 
d,a,o,d])=[adb, dc] = RTL 








Sodann ist 
la, db, dj=1—[a, b, c, d], 
weil sin (a—)b)sin (c—d) + sin (a—c) sin (d—b) + sin (a—d) sin(b—c) = 0. 
Auch hat man 
[a, d, c, d][a, d, e, c] = [a b, e d]. 
Jede identische Gleichung zwischen Functionen der ersten Art, (a, db, c, d) etc. 
wird mithin identisch bleiben, wenn man statt derselben die F'unctionen 
a, b, c, d] etc. substituirt. | 
Nun war in der identischen Gleichung 
a) 1=WHlO+Ld+(e) 
jedes der vier Glieder (b) .... (e) ein Product aus F'unctionen der ersten 
Art, nämlich 


| 


(b) (b,a,x,c)(b,a,2,d)(b, ax, e), 
(ei, 2, dis, zB ie 
u.s. w. Mithin mufs auch die Gleichung 


ı = [d]+le] + [d]+ Tel, 


worin 


[Id] = [D, a, z, c] [, a, x, d] [b, a, &, e] etc. 
ist, eine identische sein. — Das Uebrige folgt hieraus auf die bereits ge- 
zeigte Weise. 
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11. 


Sur le maximum et le minimum des figures dans le 
plan, sur la sphere et dans l’espace en general. 


(Par J. Steiner, membre de l’Academie de Berlin.) 





Premier memoire. *) 


(Extrait du Journal des Math@matiques pures et appliquees de Mr. Liouville, tom. VI.) **) 


On ne s’est pas assez applique jusqu’ici a vaincre les diffieultes qui se 
presentent quand on recherche les proprietes des figures geometriques qui 
donnent lieu a des maxima et a des minima, ou du moins on n’a pas efe 
heureux dans les tentatives faites dans cette direction. Or il existe deux 
methodes pour traiter cette matiere: Tune d’elles, la methode synthetique, 
reputee insuffisante, a ete de nos jours presque entierement negligee; on 
ne s’est guere occupe que de l’autre, de la methode analytique, que l’on 
croyait preferable sous tous les rapports. Mais il y a bien des cas oü les 
regles generales que lanalyse fournit ne conduisent ni directement, ni facı- 
lement au hut; il y en a d’aufres ou elle ne parait pas propre ä faire de- 
couvrir la cause, lorigine du maximum et du minimum; elle ne s’attache 
alors qu’a des proprietes secondaires, qui sont liees plus ou moins intimement 
a cette cause primilive, mais qui ne la constituent pas. Il semble done utile 
de changer de route et de recourir a l’ancienne methode, mal & propos 
abandonnee. 

Quoiqu’il soit impossible d’etablir un principe unique applicable ega- 
lement a toutes les matieres que nous aurons a traiter, on verra pourtant 
qu'il existe un certain nombre de proprietes fondamentales, d’ou decoulent 
autant de series de iheoremes, intimement lies les uns aux autres. Ü'est 





*) Ce Memoire a ete presente a !’Academie des Sciences de Paris le 15 mars 1841: 
l’auteur la compose en langue.-allemande; nous devons a l’obligeance de M. le docteur 
Wertheim la traduction qu’on imprime icı. (J. L.) 


un 


) Le second memoire faisant suite au premier, qui a ete imprimed dans le 
journal de math. de Mr. Liouville, sera publie (pour la premiere fois), dans un 
des prochains numeros de ce journal. (6) 
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ainsi qu’on est souvent conduit a des theor&mes qui ne sauraient &ire de- 
montres qu’avec une tres grande difficult@, quand on les attaque isolement 
par la voie directe; par exemple, les theoremes des n” 62 et 65 du Me- 
moire qui suit. Les proprietes fondamentales une fois etablies, les theo- 
remes en derivent, pour ainsi dire, comme d’une source commune, qui laisse 
apercevoir leur dependance mutuelle, ce que nous considerons comme tout 
aussi important, tout aussi utile pour le progres des sciences, que la de- 
couverte m&me des theor&mes. 

On doit a Lhwlier *) les recherches les plus etendues sur les 
mazxtma et minima dans la Geometrie envisages sous un point de vue ele- 
mentaire; la methode synthetique lui a semble mieux convenir a ce genre 
de recherches. En resumant tout ce que ses devanciers avaient decouvert, 
a partir des Grees jusqu’a R. Simson et autres, il a corrige, avec sa sa- 
gacite ordinaire, tout ce qui s’y trouvait de faux, et il a fait faire lui-meıne 
un grand pas a cette partie de la science. 11 est bien a regretter que ses 
successeurs aient eru devoir abandonner cette marche si naturelle; on cite 
bien quelquefois son ouvrage, on lui emprunte m&me quelques exemples, 
mais on neglige entierement sa methode; et ceux me&mes qui tenaient encore 
a la synthese geometrique (Legendre, Hirsch, etc.), tout en conservant ses 
ih&oremes, ont rejete les demonstrations simples qu'il en avait donnees. 
Ma's il est arrive de la aussi que la belle simplieite, l'extreme elegance 
des demonstrations s’est bientöt perdue, que l’on a cesse d’apercevoir la 
liaison intime qui subsiste entre les theoremes, et que tout developpement 
ulterieur de cette doctrine a ete ainsi arräte. Bien plus, seduits par la 
facilit& que donne le calcul pour resoudre certaines classes de questions 
relatives aux maxima et minima, quelques geometres ont m&eme conseille 
labandon entier de la synthese, pour se livrer uniquement & la voie plus 
facile de lanalyse. Mais c’etait exagerer dans un sens, comme Läusllier 
lui-meme lavait fait dans l’autre, quand il pretendait que beaucoup de theo- 
remes ne pouvaient pas etre demontres au moyen du Calcul differentiel. 
Nous eroyons que les deux methodes, bien loin de s’exclure et de se re- 
pousser mutuellement, sont au contraire indispensables pour vaincre les 
srandes diffieultes de la matiere, et conduire ainsi a la solution des nom- 


—- - —— — 


®#) De relatione mutuä capaecitatis et terminorum figurarum, ete. Vorsoviae, 
1782; et Abrege d’Isoperimetrie elementarre, etc. 
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breux problemes qui restent encore & traiter; une fois le but atteint, il sera 
toujours temps de comparer entre elles ces deux methodes et les services 
qwelles auront pu rendre. 

Aucune branche de la Geometrie ne parait soumise en eflfet a autant 
de diffieultes que celle dont il s’agit: quand on croit avoir (rouve une me- 
thode directe et generale, on rencontre a Timproviste, a cöte de problemes 
tres simples, des problemes qu'elle aborde a peine ou meme quelle ne peut 
pas resoudre; et ici le succes depend tellement du point de vue auquel on 
se place, que souvent des difficultes qui paraissent insurmonfables par cer- 
tains moyens, disparaissent des qu’on les allaque par un aufre en quelque 
sorte trivial. Tel est, par exemple, le iheoreme du n’ 26, relatif aux figu- 
res spheriques. Ei ceci est egalement vrai pour des systemes entiers de 
propositions comme pour des tlıeoremes isoles. 

Je pense avoir choisi la route la plus avantageyse pour certaines 
classes de marıma et minima; car je suis parvenu & des theoremes fon- 
damentaux, d’ou un grand nombre de solutions decoulent d’une maniere 
elegante et facile; mais il est bien des questions, principalement parmi celles 
relatives aux figures dans l’espace, dont la solution m’a echappe et semble 
exiger des moyens nouveaux. C'est pour ce cas surtout que les deux me- 
thodes se reuniront avec avantage; la methode synthetique aura A fournir 
des bases solides, a etahlir les theoremes fondamentaux, a montrer enfin & 
analyse le chemin quelle doit suivre pour pouvoir deployer librement 
toute sa force, et pour discuter ulterieurement les questions proposees; aussi 
est-ce la la marche que l'on a generalement suivie sans toujours l’avouer. 

J’ai deja publie plusieurs extraits de mes recherches concernant les 
maxima et minima en geometrie”). Le Memoire suivant a pour objet 
les relations entre les aires et les perimetres des figures dans le plan et 
sur la sphere; il a trait a la premiere des cing methodes que jai suivies 
dans ces recherches, et qui toutes sont applicables aux figures planes. 
Quoique ces cinqg methodes ne different que par la marche des raisoune- 
ments qui conduisent au theoreme principal, on ne peut pourtant se passer 
de leur goncours commun, car tel theoreme qui s’offre de lui-meme, quand 


.——— 


2 


#) Voyez le Journal de Mr. Örelle, et les Memoires de Ü Academie de Berlin: 


les extraits de quelques M&moires intdits se trouvent aussi dans les Comptes rendus 
de cette Academie. 
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on suit Tune des methodes, ne pourrait &tre trouve par aucune des autres 
qu’avec la plus grande diffieulite. La seconde de ces cing methodes s’ap- 
plique egalement aux figures spheriques; mais nous serons obliges de re- 
courir aux trois dernieres pour traiter le cas de lespace d’une maniere en 
quelque sorte analogue. 

La premiere methode consiste a Etablir d’abord deux iheor&mes fon- 
damentaux de la plus grande simplieite, et d’ou decoule un theoreme que 
nous nonmerons principal, parce quil sert de base a tout ce qui suit: on 
verra par-la qu'il existe une liaison particuliere et intime entre les figures 
susceptibles d’un maximum ou d’un minimum, notamment quelles entrent 
comme parties constitutives de la figure a laquelle le (heorcme principal se 
rapporte, et que les fondements sur lesquels celui-ci repose peuvent ega- 
lement servir a en demontrer d’autres beaucoup plus compliques, et bien 
plus difficiles en apparence. 


Des figures planes et spheriques. 


$. I. Theoremes fondamentaux sur les figures planes. 


1. Lemme. Les sommets de tous les triangles isosceles construits 
sur la m&me base, se trouvent sur la droite qui passe par le milieu de la 
base et qui est perpendiculaire sur elle; de deux quelconques de ces 
triangles, celui qui a le plus grand perimetre a aussi la plus grande aire, 
et r&ciproquement. 

2. Lemme. Les surfaces de tous les triangles construits sur la m&me 
base sont entre elles comme leurs hauteurs, et reciproquement. Lorsque 
les iriangles sont @quivalents, les sommets sont sur une droite parallele 
a la base. 

Premier theoreme fondamental. 

3. TI’. Entre tous les triangles ?soperimetres et de meme base le 
triangle isoscele est un maximum. 

2’. De deux de ces triangles, celu qui aura Tangle le plus petit 
ou le plus grand ü la base, ou bien dont un des cötes sera le plus petit 
ou le plus grand, sera le plus petit lu-meme, et reciproquement. 

Demonstration. 1°. Soient le triangle isosceele ACB et le non 
isoscele ADB (Planche I, fig. 1), construits sur la m&me base AB, et soit 
en m&me temps AC+BC= AD-+BD; puisquil y a toujours une partie 
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AEB, qui est commune aux deux triangles, le theor&me sera demontre 
quand on aura prouve que l'on a triangle AEC> BED. 

L’angle « est egal a l’angle ß, done on a ß>y et AE>BE. 
Faisons EF=EB, et prenons sur la ligne EC, EG—= ED; je dis que 
le point @ doit necessairement tomber entre CE et E. Car supposons que 
G tombät en C, alors ED etant egal a EC, les deux triangles BED et 
FEC seraient &egaux, d’ou resulterait FÜ= BD; en möme temps la ligne 
DE serait egale a BC; donc (puisque par hypothese ACHBC = AD+BD) 
on aurat BD-AF=FC+AF=AC, cest-aä-dire que la somme de 
deux cötes d’un triangle serait egale au troisieme, ce qui est impossible. 
Le point @ peut encore moins tomber au-dela deC, par exemple en H; ear 
on aurait alors, par les mömes raisons, AF+FH-+HC = AC, d’est-a-dire 
que la ligne briscee AFHC serait egale a la droite AC. Donc le point @ 
doit tomber entre E et ©. Cela etani, on a triangle FEG= BED; done 
triangle AEC > BED; donc aussi le triangle isoscele ACB est plus grand 
que le triangle non isoscele ADB. 

2°. Soient AUB, ADB (fig. 2) deux triangles isoperimetres quel- 
conques de m&me base; designons par y le plus petit des quatre angles a 
la base, ce qui exige que y<{ß; nous pourrons demontrer comme nous 
venons de le faire (1°.) que triangle ADB <ACB, d’est-a-dire que le 
triangle qui a le plus petit angle a la base est le plus petit. — On peut 
prouver de meme que le triangle ADB est plus petit que le triangle ACB, 
quand on suppose que Ö est le plus grand des angles, ou que BD est le 
plus petit des cötes, ou enfin que AD est le plus grand des cötes. Pour 
cela il suffii de demontrer que Yhypothese precedente y<ß entraine ne- 
cessairement ces trois conditions. Pour prouver que Ö est le plus grand 
des angles, c’est-a-dire pour prouver qu’on a da, retournons le triangle 
ADB de maniere & lui faire prendre la position AD,B dans laquelle les 
angles ‘y et d tomberont en Y, et d,, on aua y=Yy, d=L6,; le sommet D, 
doit necessairement (omber au-dela du cöte AC, puisquoon a B>yı (= \Y); 
d’apres cela on voit que d, sera plus grand que a, done d> «a. Pour prou- 
ver que BD est le plus petit et AD le plus grand des quatre cöles, job- 
serve que AD ne peut ätre ni egal a AC, ni plus petit que AC, en sorte 
qu'il faudra que AD soit plus grand que AC et par suite BD < BC. 
D’abord si l’on admettait que AD füt egal a AC', alors BD serait egal ä 
BC, et le triangle ADB serait egal au triangle ACB, ce qui est impos- 
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sible. En second lieu, si lon avait AD < AC, il en resulterait BD> BC, 
et dans le triangle ACD Tangle ACD devrait &tre plus petit que l’angle 
ADC; en m&me temps dans le triangle BED on aurait angle BCD> BDC, 
ce qui est impossible. Il siensuit ge AD>AC et BD< BC. On de- 
montrerait de la möme maniere que lon aBD,>BC, AD, <AC, ou 
bien AD>BC, BD<AC. Il est done prouve qu’en effet BD est le 
plus petit et AD le plus grand des quatre cötes. — On prouverait par 
une demonstration semblable que reciproquement chacune de ces trois con- 
ditions entraine la premiere, savoir, Yy<{ß, et par suite, triaugle ADB < 
AUB, et que de meme llexistence de ces quatre relations est une conse- 
quence necessaire de Ja supposition triangle ADB <ACB. 

On voit que la seconde partie du theoreme (2°.) renferme comme un 
cas special la premiere (1°.), qui est l’enonce du maximum. Chacune de 
ces parties nous sera ulile dans la suite. 

4. Eintre tous les triangles de meme base et de meme surface, le 
triangle tsoscele est celui qui a le plus petit perimetre. 

Demonstration. Soit @ le triaugle isoscele et U un triangle non 
isoscele quelconque de m&me base et de m&me surface; designons par @, 
un autre triangle isoscele, construit sur la möme base, et dont le perimetre 
soit egal a celui de U: on aura (3) @,>T, et (puisque U=G), @ >G; 
done (1) perimetre @, > perimetre @, ou bien perimetre U > perimetre @. 

5. Kntre tous le triangles de möeme perimetre, le triangle equila- 
teral est un maximum, el reciproquement: entre tous les triangles de möme 
surface le triangle equelateral a le plus petit perimelre. 

1° Demonstration. Le triangle maximum correspondant au perimetre 
donne doit toujours &tre isoscele, que lon prenne tel ou tel de ses cötes 
pour base; done ses cötes pris deux a deux doivent €tre egaux; done les 
trois cötes sont egaux entre eux. 

Cette demonstration ne laisse a la verit& rien a desirer sous le rap- 
port de la justesse et de la rigueur; mais elle est incomplete en ce qu'elle 
ne montre pas clairement aux yeux pourquoi deux triangles de meme peri- 
metre etant donnes, dont Fun est equilateral, lautre non Equilateral, le pre- 
mier est plus grand que le second. Pour remedier a cet inconvenient, 
Lhuilier a donne une demonstration par laquelle on s’approche de plus en 
plus du triangle equilateral, en transformant indefiniment le triangle non 
equilateral donne en triangles isosceles de m&me perimetre; mais cette de- 
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monstration n'est pas non plus absolument satisfaisante. J’ai täche de come. 
bler cette lacune par la demonstration suivante: 

2"° Demonstration. Soit donnee un triangle non isoscele quelconque 
U; construisons sur le cöt& le plus grand, pris pour base, un triangle 
isoscele @ de m&eme perimetre; on aura (3) @ > Ü: representons ce triangle 
G par ABC (fig.3). Par hypothese la base AB est plus grande et cha- 
cun des cötes AC et BC plus petit que le tiers du perimetre. Soit done 
la partie BD de la base egale au tiers du perimetre; prenons sur le pro- 
longement du cöte adjacent BC le point E tel que le triangle DEB soit 
isoperimetre au triangle ACB; on aura DE+EC = AD -+ AC (puisque 
BD et BC appartiennent aux deux perimetres). BC etant plus petit que 
le tiers du perimetre, il sensut BD>BÜC et langle x plus grand que 
Yangle y, ensuite angle ADU>ECD, d’ou triangle ECD > ADC (3, 2°.), 
et enfin DEB>ACB, ou (riangle DEB plus grand que triangle @. Soil 
maintenant le triangle DFB equilateral et par suite ayant un perimetre 
egal A celui de DEB (ou Get U) dont BD est le tiers; alors on a 
triangle DFB > DEB (3), due DFB>G, et a fortiori DFB>T. — 
Cette demonstration est direcle et rigoureuse en me&me temps. 

Le th&eor&me reciproque se demontre facilement par voie indirecte, 
comme le precedent, ou bien il peut Etre deduit de celui-ci: 


Second theoreme fondamental, 


6. KEnire tous les triangles construets avec deux cötes donnes, celw 
dans lequel ces deux cötes seront perpendiculaires un ü lauire sera un 
mazımum. 

Demonstration. Si lon prend l’un des cötes donnes pour base, la 
surface du triangle augmente quand la hauteur augmente; or celle-ci est 
la plus grande possible, quand elle est egale & lautre cöte donne, c’est- 
a-dire quand ce cöte est perpendiculaire a la base. 

ll y a une demonstration de ce theoreme plus analogue a celle qui 
concerne les triangles spheriques (14). La voici: 

Soit AB (ig. 4) lun des cötes donnes pris pour base fixe; les 
sommets de tous les triangles que l’on peut construire avec les cötes don- 
nees, sont situes dans un cercle FC@, qui a le point A pour centre et 
lautre cöte AC pour rayon; tirons les droites FG, DE, ... parallelement 
a la base AB; elles rencontreront en general le cercle en deux points. 
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Ces points de rencontre sont les sommets de deux triangles eqlivalents, 
construits avec les cötes donnes, par exemple des triangles ADB et AEB; 
laire de ces triangles devient d’autant plus grande que la parallele est plus 
eloignee de la base, et il est clair que cette distance est la plus grande 
possible quand la parallele est tangente en EC’; mais, dans ce cas, il ny a 
qu’un seul triangle ACB: dans ce triangle, qui est un maximum, les cötes 
donnes AB et AC sont perpendiculaires Tun a l’autre. 


7. Entre tous les triangles dont la somme de deux cötes est don- 
nee, celut dans lequel ces deux cöles sont egauz et perpendiculaires Tun 
a Tautre est un maxımum. 

Demonstration. Que l’on repartisse la somme donnee, eomme l’on 
voudra, sur les deux cötes, le triangle maximum sera toujours celui qui 
aura ces deux cötes perpendiculaires lun a l’autre (6); il ne reste done 
qu’a demontrer que le triangle isoscele est le plus grand de tous ces 
triangles rectangles. Imaginons pour cela un triangle isosc&le construit sur 
Ihypotenuse de lun de ces triangles rectangles non isosceles, et dont la 
somme des cötes soit la möme;,il sera plus grand que le triangle non isoscele, 
mais plus petit que le triangle isoscele rectangle, dont les cötes de l’angle 
droit sont Eegaux a ses Cötes. 

Bemarquons encore que le produit de deux parties d’une droite don- 
nee est le plus grand possible, quand ces parties sont €gales, ou que le 
recilangle est le plus grand des parallelogrammes a cötes donnes, et qu’entre 
tous les rectangles de m&me perimetre le carr& est un maximum. 


$. I. Theoremes fondamentaux pour les figures spheriques. 


8. Lemme. Les sommeis de tous les {riangles spheriques isosceles 
de meme base se trouvent sur le grand cerele, qui est perpendiculaire & 
la base en son milieu; de deux quelconques de ces triangles celui qui a 
le plus grand perimetre est le plus grand, et reciproquement. 


9. Lemme. L/aire d’un triangle spherique de base’ donnee est d’au- 
tant plus pelite ou plus grande que le cercle qui passe par son sommet et 
par les points diametralement opposes aux extremites de sa base, est plus 
ou moins incline sur cette base (c’est-a-dire selon que l’angle forme par 
ce cerele et la base est plus petit ou plus grand). Il s’ensuit que les som- 
mets de tous les triangles de m&me surface se trouvent sur un m&me cercle, 
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et reciproquement *), et que tout aulre triangle a une aire plus petite ou 
plus grande que ceux-ci, selon que son sommet se irouve dans l’espace 
compris entre la base et le cercle, ou bien au-dela de ce cercle. 


10. Lemme. Quand des cercles se touchent sur la surface de la 
sphere, leur point de contact se trouve sur le m@me grand cercle avec 
leurs pöles, de maniere que le grand cercle qui passe par deux de ces 
points, passe necessairement par le troisieme. 


Premier theoreme fondamental. 


11. I. Entre tous les triangles spheriques de meme base et de 
meme perimetre, le triangle isoscele est un maximum. 


I. Entre deux de ces triangles, celwi qui a Üangle le plus petit 
ou le plus grand a la base, ou dont l'un des cöles est le plus pelit ou le 
plus grand, est le plus petit lui-meme, el reciproquement. 


La demonstration de ce theorcme ressemble parfaitement a celle du 
theoreme analogue (3); on n’a qu’a remarquer que les triangles spheriques 
correspondants aux triangles plans BED et FE@G (fig. 1) ne sont pas 
egaux, mais symetriques; ce qui ne nuit en rien au raisonnement (deux 
triangles symetriques peuvent toujours d’ailleurs etre divises en parties 





*) Voyez le Tome II, page 45 de ce Journal. Lhistoire de ce theoreme 
presente une singularite assez remarquable. Du a Lexell, ce theoreme n’a &te gene- 
ralement connu que par les Elements de geometrie de Le ’gendre qui, tout en Yattri- 
buant a Lexrell ne le donne que d’une maniere incomplete et paraıt avoir ete suivi par 
tous les auteurs qui en ont parle apres lui. Ayant te conduit dans le M&moire cite A 
reconnaitre: ‚„„que le petit cerele lieu des sommets de tous les triangles equivalents 
constr uits sur la möme base passe Toujours par les deux points diametralement 
opposes aux extremites de la base,” je devais done croire que ce complement in- 
dispensable pour les applications que j’avais en vue, n’ctait pas connu, et je fus con- 
firm& dans cette erreur par tous ceux qui S’occuperent plus tard du meme sujet. Ce 
n’est que recemment que Mr. Liowville, qui avait rendu compte du present M&moire 
a l’Acadcmie des sciences de Paris, ayant eu lidee de recourir au M&moire original de 
Lexell (Nova acta Petrop. Tom. V. pars prima) a reconnu que la proposition dont il 
sagıt y est Enoncce d’une maniere complete et demontree de deux manieres differentes. 
On ne saurait deviner ce qui a pu porter Legendre &a mutiler le theoreme donne par 
Lexell et Yon doit etre d’autant plus surpris que cette circonstance soit restee si long- 
temps inappergue, que la meme proposition a fait le sujet dun Mcmoire d’Euler (Nov a 
acta Tom. X.) ou elle se trouve demontree d’une maniere tres elegante, et purement 
geometrique. J’ajouterai que la demonstration donnee par cet illustre geometre a beau- 
coup d’analogie avec celle que j’ai indiquee lors de la premiere publication du present 
M&moire dans le Journal de Mr. Liouville et qui est fondee sur des considerations 
qui appartiennent & Ja geometrie a trois dimensions. 
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egales). Ceite remarque servira de meme pour les cas suivants, dans les- 
quels une difference pareille se fait remarquer. 

12. Entre tous les triangles spheriques equivalenis et de meme 
base, le triangle isoscele a le plus petit perimeire. 

La demonstration de ce theoreme est conforme a celle du theoreme 
analogue donnee ci-dessus (4). 

13. Entre tous les triangles spheriques de meme perimetre, le tri- 
angle equilateral est un maximum; et entre tous les triangles spheriques 
equivalents, le triangle equilateral a le plus petit perimetre. 

Les demonstrations donncees ci-dessus (5) sont pareillement appli- 
cables a ce theoreme. | 


Second theoreme fondamental. 


14. Le triangle maximum entire ceux que l’on peut construire 
avec deux cötes donnes, est celui dans lequel Tangle des deux cütes est 
egal a la somme des angles a la base, ou dans lequel la base est un dia- 
metre du cercle circonscrit. 

Demonstration. Prenons Yun des cötes donnes, par exemple AC 
(fig. 5) pour base fixe; alors le lieu geometrique des sommets des triangles 
sera un cercle DBE, dont A est le pöle et dont le rayon spherique est 
egal a lautre cöte donne AB. Soint A, et CE, les pöles respectivement 
opposes a A et ©. Chacun des cercles qui passent par A, et C, est le 
lieu geometrique des sommets d'un systeme de triangles equivalents, con- 
struits sur la base AC (9); siil rencontre le cercle fixe A en deux points 
D, E, ces deux points seront les sommets de deux triangles ADC et AEC, 
qui sont equivalents et ont pour cötes les cötes donnes. Remarquons en 
passant quil seensuit: qua chacun des triangles qui peuvent elre construits 
avec les cöles donnes correspond en general un second triangle equivalent. 
Laire augmente a mesure que le cercle, lieu geometrique, est moins incline 
sur le plan de la base AC; or ce cercle doit d’ailleurs rencontrer le cercle 
fixe A; il fera done avec la base le plus grand angle possible quand il 
ne touchera le cercle fixe qu’en un seul point B; donc le triangle ABC 
est un maximum entre tous les triangles qui ont les mömes cötes donnes. 
Le pöle F' du cercle tangent se trouve sur le prolongement du cöte AB 
(10). Puisque FA, =FB= FC,, on aura, dans le triangle A,BC,, yı = 
at ßı; maisona at, =y+y=7 (parce que a,, 'Y, Sont egaux aux 
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angles supplementaires de a et y) et ß, =; donc 
«=P+Yy 

c’est-a-dire que dans le triangle maximum ABC, langle « qui est forme 
par les deux cötes donnes AB et AC est egal a la somme des deux autres 
angles +, ce qui etait dabord a demontrer. Ensuite divisez langle « 
au moyen d’un grand cercle AG, de maniere quion ait BAG—=P, (AG 
= y; alors on a A@= BG =CG, done @ est le pöle et BC le diametre 
du cerele eirconserit au triangle ABC, ce qui demontre la seconde partie 
du theoreme. 

15. La somme des deux cötes d’un Triangle spherique etant don- 
nee, le triangle maximum est celui qui a ses cöles egaux et formant entre 
eux un angle egal a la somme des deux autres angles. 

La demonstration de ce theoreme est parfaitement semhlable a celle 
du theoreme analogue sur les triangles plans (7). On pourrait de meme 
ajouter des corollaires analogues sur les quadrilateres spheriques. 


$. II. Theoremes plus generaux concernant les figures planes et spheriques. 
Remarque preliminaire generale. 

16. Nous venons de montrer, en ce qui concerne les triangles plans 
et spheriques, combien il est facile d’enoncer les theoremes d’une maniere 
analogue et de mettre les demonstrations en parfait accord;, cela sera tout 
aussi simple pour les theoremes et les demonstrations concernant les autres 
figures. Seulement, pour plus de brievete, nous @noncerons dans la suite 
en meme temps, et les theoremes sur les figures planes, et ceux sur les 
figures spheriques, ou du moins on y suppleera par la pensee toutes les 
fois que les expressions ne conviendront qu’aux figures planes. Jai meme 
täche d’arranger les demonstrations de maniere a ce qu’elles puissent servir 
indistinetement, et presque sans changer d’expressions, pour les figures planes 
et spheriques; mais partout ou ıl y avait une difference essentielle, je nai 
pas manque de lindiquer, et de la discuter meme. Pour mieux saisir lori- 
gine generale de ces differences, remarquons, des a present, quelques-unes 
des proprictes des figures spheriques et une relation particuliere qui existe 
entre elles. 

I. Le perimetre d’un polygone spherique convexe est, en general, 
plus petit que le grand cercle qui est sa limite; de meme (la sphere etant 
donnee) laire ou la somme des angles de ce polygone ne peut pas devenir 
14 3 











104 11. Steiner, sur le maximum et le minimum des figures. 


aussi grande que l’on voudra; mais elle a la demi-surface de la sphere 
pour limite. Or si l’on veut prendre indistinetement pour V’aire du polygone 
une ou l’autre des parties dans lesquelles la surface de la sphere est di- 
visce par sa circonference, on aura la surface entiere de la sphere pour 
limite de surface. Mais dans le cas oü lon prendrait l’aire de la plus 
grande partie, le polygone ne serait plus convexe, mais concave; c'est 
pourquoi l’on ne s’occupe, en general, que de l’aire de la plus petite partie. 
Cependant ces deux parties sont liees entre elles de maniere que, Tune 
d’elles etant donnee, Tautre est connue, et que, une devenant un maximum 
sous cerlaines conditions, lautre sera en m&me temps un minimum. Tout 
ce que nous venons de dire sur les polygones est pareillement vrai pour 
les courbes convexes et fermees. 

II. Les figures polaires fournissent des reciproques a tous ces theo- 
remes: pour chaque {iheoreme qui s’applique, sous certaines conditions, aux 
cötes et aux angles, au perimetre et a laire, etc., d’un polygone de n cötes, 
il y a toujours pour le polygone polaire un certain theoreme correspon- 
dant, qui depend du premier et qui s’obtient en substituant, tant dans les 
donnees de la question que dans les proprietes derivees, un cöte a un angle, 
le perimetre contre l’aire, le maximum au minimum, etc.*). Mais nous ne 
ferons dans la suite aucun usage de cette loi de reciprocite, parcequ'elle 
ne s’applique pas egalement aux figures planes. Nous n’indiquerons que 
la propriete suivante qui en decoule. 

Il y a une certaine relation constante entre le perimetre de Tune et 
laire de l’autre de deux figures polaires spheriques, laquelle relation sert 
a trouver une quelconque de ces deux quantites, quand l’autre est donnee. 
Elle consiste en ce que, si l’on prend la quatri&me partie d'un grand cerele 
(le quadrant) pour unite de longueur et la huitieme partie de la surface 
de la sphere (l'octant) pour unit@ de surface, que Von designe ensuite par 
u le perimetre de une de ces figures et par f la surface de lautre, ex- 
primdes au moyen de ces unites; alors on aura toujours 


urf=4, 


*) C'est ainsi que l’on peut deduire immediatement du theoreme (11) les theo- 
remes suivants: 
I. Entre tous les triangles equivalents qui ont le möme angle au sommet, 
celut qui a des angles eyaux a la base possede un perimetre minimum. 
U. De deux de ces triangles, celuwi qui a le cöte le plus grand ou le plus 
petit, ou dont Dun des angles 4 la base est le plus grand ou le plus petit, aura 
de meme un plus grand perimetre, et reciproquement, 
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c’est-a-dire que pour deux figures spheriques polaires la somme du peri- 
metre (u) de Tune delles et de Taire (f) de lautre est egal a quatre. 

Les corollaires suivants decoulent de cette loi: 

Quand lune des deux quanlites u et f devient un maximum ou un 
minimum, lautre devient en meme temps un minimnm ou un maximum. 

Quand la rectification ou la quadrature d’une courbe spherigwe 
peut ötre executee, alors la courbe polaire est respectivement carrable ou 
rectifiable, et dans le cas contraire elle ne lest pas. 

En reclifiant ou en carrant Tune de ces courbes, on obtient simul- 
tanement Taire ou le perimetre de Tautre, etc. 


Theorcme prineipal. 


17. Entre toutes les figures isoperimetres planes (ou spheriques), 
le cercle est un maximum; et reciproquement entre toutes les figures planes 
equivalentes, le vercle a le plus pelit perimetre. 

Demonstration. I est clair quil y a une infinit& de figures d’un 
perimetre donne qui ont diverses formes et diverses aires. On comprend 
de meime que l’aire pourra devenir aussi petite qu’on voudra, mais non pas 
aussi grande qu’on voudra, puisqu’elle reste Evidemment toujours comprise 
dans linterieur du cercle decrit d’un des points de son contour comme centre 
avec un rayon Egal a la moitie du perimetre donne. Mais puisque des 
figures de perimetre donne peuvent avoir differentes aires, sans pouvoir 
toutefois grandir indefiniment, il faut qu'il y ait entre elles une figure maxi- 
mum ou plusieurs maxima de differentes formes, c’est-a-dire plusieurs figu- 
res de differentes formes et d’une möme aire, plus grande que celle des 
autres figures. Bemarquons encore quune figure dont laire peut etre 
agrandıe sans changer de perimetre, n'est pas un des maxima. 1 s’ensuit 
que chaque figure maximum est convexe, et quelle ne peut pas avoir de 
lignes droites dans son perimetre, ou du moins quil n’y a pas deux lignes 
droites consecutives, car elle pourrait encore devenir plus grande dans cha- 
cun de ces deux cas. 

Soit EFGH (fiy.6) une des figures maxima. A chaque point A 
du perimetre correspond un second point B, place de maniere que ces deux 
points divisent le perimetre en deux parties egales, de sorte qu’on a, quant 
a la longueur, ligne AEFB = AHGB. Supposons que A et B aient cette 
propriete, alors la droite AB divise de meme laire de la figure en deux 
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parties egales, car si lune deelles, par exemple AHGBA, ciait plus grande 
que lautre AEFBA, on pourrait transforıner la seconde en la rendant &gale 
a la premiere, puisquelles sont isoperimetres et qu’elles ont la base AB en 
commun; laire de la figure entiere se serait ainsi accrue sans changer de 
perimetre, ce qui serait contraire a Uhypothese; done les deux parties doi- 
vent etre Equivalentes. Si elles Eetaient de differentes formes, on pourrait 
changer lune d’elles, par exemple AEFBA, de maniere quelle devienne 
symetriquement egale a lautre AGHBA, la ligne AB etaut laxe de sy- 
metrie; et la figure nouvelle, composee de ces deux parties, serait &qui- 
valente de perimetre et d’aire a la figure primitive; elle serait done aussi 
une des figures maxima. Admettons done que AEFBA soit la partie trans- 
formee devenue symetrique a AGHBA; il sensuit que le prolongement de 
la perpendiculaire DI, abaissce d’un point quelcongue D du demi-perimetre 
AHGB sur laxe AB, rencontre lautre meitie AEFB en un point EC equi- 
distant de laxe, de maniere quion a DI=CI, et que les triangles ADB 
et ACB sont egaux ou symeiriques. Si les angles homologues D et C 
dans ces deux triangles n’etaient pas droits, on pourrait agrandir simulta- 
nement laire de ces triangles sans rien changer & la longueur de leurs 
cötes AD et BD, AC et BC (6), ni a la grandeur des segments de la 
figure, AHD, DGB, BFC, CEA; la base commune AB changerait seule; 
mais par-la laire de la figure entiere deviendrait plus grande (puisque le 
quadrilatere ADBC en fait parlie), sans que le perim&tre changeät de 
srandeur, ce qui est contraire a Ihypothese; donc les angles D et CE sont 
des angles droits. Et comme en laissant les points A et B fixes, D peut 
representer un point quelconque du demi-perimetre AHGB, il s’ensuit que 
la figure en question est un cercle. Il est vrai que la moitie AHGB de 
ce cercle appartient seule a la figure primitive, et que l’autre moitie AEFBA 
de celle-ei pouvait Eire de forme differente; mais puisque, comme nous 
venons de le demontrer, la moitie non changee de la figure est toujours 
un demi-cercle (AHGBA), puisqu’en outre on peut choisir arbitrairement 
et les points de division A et B, et la moitie qui doit rester invariable, la 
figure entiere ne peut eire quiun cercle. Il n’y a done pas plusieurs 
figures de diflerentes formes ayant la propriete dunir la plus grande aire 
possible a un perimetre donne; il n’y en a qu’une seule, le cercle. 
Remarques. 1. Le iheoreme reciproque se deduit indirectement de 
celui-ci. Il en est de me&me pour la plupart des iheoremes reciproques 
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dont nous aurons a nous occuper dans la suite; c’est pourquoi leurs de- 
monstrations seront toujours sous -entendues. 

Il. Rappelons encore ici, en ce qui concerne les figures spheriques, 
que toutes les fois que Ion aura recours a un {heoreme, fondamental ou 
autre, concernant les figures planes, pour en deduire une demonstration, on 
devra avoir egard en meme temps au theoreme analogue sur les figures 
spheriques. Ayant, par exemple, demontre ci-dessus que dans les tri- 
angles ADB et ACB les angles D et C sont droits, on en conclura pour 
les figures spheriques, que chacun de ces angles est egal a la somme des 
angles a la base (14). 

18. Le theoreme que nous venons de demontrer (17) merite en eflet 
le nom de theoreme principal, car il contient, il resume pour ainsi dire les 
principes les plus essentiels a la solution de la plupart des questions con- 
cernant les maxima et les minima d’aire, de perimetre, etc., dans les figures 
planes et spheriques. Les solutions qu’on en fire pour ces questions sont 
me&me aussi nalurelles, aussi simples et aussi immediates que possible, car 
elles derivent graduellement du theoreme prineipal, dont elles font pour 
ainsi dire partie, ou plutöt elles se presentent comme des theoremes sur les 
differentes parties de la figure qui en est lobjet. De meme que le cercle 
a la double propriete d’avoir entre toutes les figures isoperimetres ou equi- 
valentes respectivement la plus grande aire ou le plus petit perimetre, de 
meme ses differentes parties sont douces de propricies semblables, des- 
quelles ces iheor&mes decoulent. Ainsi ces theoremes sont lies avec le 
theor&me principal, de telle maniere quils en derivent comme des corollai- 
res, ou du moins que leurs demonstrations en resultent pour la plupart im- 
mediatement. Et pourtant quelques-uns d’entre eux offriraieut de grandes 
diffieulies si Fon essayait de les demontrer isolement et independamment 
du theoreme principal; c'est la, je crois la raison pour laquelle ils n’ont 
encore ete Enonces ni demontres par personne, que je sache. 

Il serait utile d’adopter des denominations fixes pour les differentes 
parties dans lesquelles le cercle lui- m&me et l’espace qui l’environne peuvent 
etre divises au moyen de cordes, de secantes et de tangentes, et de poser 
certains lemmes preliminaires; cela nous aiderait a enoncer les theor&mes 
suivants avec plus de facilite, et a les manier avec plus de sürete. Mais 
comme la discussion complete de ces matieres nous menerait trop loin, 
nous nen presenterons ici qu’une legere esquisse. 
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On a donne les noms de segment et de secteur & certaines parties 
de l’aire du vercle; il faudrait de m&me consacrer des denominations spe- 
ciales aux parties qui sont limitces: 

a) par plusieurs cordes et les arcs intermediaires ; 
b) par p!usieurs angles circonscrits et les arcs intermediaires; 
c) par des cordes et des angles circonscrits et les arc intermediaires, etc. 

J’ai choisi respectivement les expressions suivantes: 

a. partie de cercle entre n cordes; 
b. partie de cercle enire m angles circonscrits; 
c. partie de cercle entre n cordes et m angles circonscrits, etc. 

Il resterait encore & rechercher sous quelles conditions chacune de 
ces parlies de cercle sera determinee, ou bien, si l’on suppose cerlains 
elements donnes, quelles seront les limites entre lesquelles les autres ele- 
ments seront renfermees, etc. On peut suivre dans ces recherches une 
marche toule geometrique, en faisant varier le cercle ou ses elements d’une 
maniere conlinue; on parviendra ainsi a se convaincre par lintuition imme- 
diate de lexistence de certaines relations, et de proprietes qui sont con- 
tenues dans les theoremes auxiliaires dont nous venons de parler. Nous 
les pourrons done supposer connus dans la suite, comme on le fait habi- 
tuellement pour quelques-uns d’entre eux; par exemple, on suppose qu'il 
y a toujours un cercle auquel un polygone de cötes donnes peut Eire inserit. 

Pour faire mieux comprendre ce que nous venons de dire, nous allons 
traiter de la maniere indiquce la partie de cercle la plus simple, le segment. 

1°. L/aire du cercle est divisce en deux segments aa et aß (fiy.7) 
par une corde quelconque a; le plus petit de ces segments peut @tre nomme 
segment a angle arzu, et lautre segment a ungle obtus, lesquelles denomina- 
tions sont empruntces aux angles que la corde forme avec larc. Segment 
reclangulaire est done synonyme de demicercle. 

2°. La corde a et le cercle Ä etant donnes, les aires et les arcs 
(«, 2) des segments restent constants, pendant que la corde change arbi- 
trairement de position. 

3°. La corde a etaut seule donnee, lorsque le cercle grandit ou di- 
minue, larc le plus graud ß varie dans le m&me sens, tandis que le petit 
arc « varie en sens contraire, et les aires des segments augmentent et di- 
minuent comme les arcs correspondants. L’accroissement et la diminution 


du grand are 3 surpassent la diminution et l'accroissement du petit arc a; 
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la me@me relation existe entre les segments correspondants. — Le cercle 
obtient son minimum lorsque son Jiameire devient egal a a; alors on a 
a=ß et au=aß: quand au contraire le cercle devient infiniment grand, 
lare «& atteint sa limite, la corde a; de mä@me le segment au atteint sa 
limite, zero, tandis que ß et aß deviennent infiniment grands. Donc, pen- 
dant que le cercle obtient toutes les valeurs possibles, les arcs u et ß 
parcourent ensemble toutes les valeurs entre a et ©, et les aires des 
segments aa et aß prennent toutes les grandeurs entre 0 et ©. 

On remarque encore: 

4°. Qu’etant donnee deux des quatre quantites suivantes: 1) le cercle 
K, 2) la corde a, 3) larc « ou ß, 4) laire du segment au ou aß, les 
deux autres sont absolument determinces, sauf les cas ou larc et l’aire se- 
raient donnes, car alors deux segments seraient possibles en general, savoir, 
le segment a angle aigu et celui a angle obtus, comme on verra dans la 
suite (33). On suppose toutefois, que les quantites donndes ne s’excluent 
pas mutuellement, en ayant egard aux limites indiquees ci-dessus (3°). 


Consequences du theoreme principal. 


19. Si le perimetre d’une figure se compose d’une droite de lon- 
gueur arbitraire G et d’une ligne L, de forme urbitraire, et sı en meme 
temps la longueur de la ligne L ou luire de la figure est donnee, celle- 
ci est un maximum, ou la ligne L est un minimum, quand cette figure 
est un demi- cercle. 

Demonstration. Toute figure comprise dans ce theoreme peut eire 
consideree comme la moitie d’une figure symetrique, dont la droite @ est 
laxe de symetrie, et dont le perimeire, egal a 2L, est donne. Mais laire 
de la moitie est necessairement un maximum des que la figure entiere en 
est un. Donc noire theoreme est une consequence du theoreme du n° 17 °*). 

Il siensuit en particulier: qu’enire tous les segments de cercle ü arcs 





=) On pourrait demontrer separement ce theoreme, et en deduire inversement le 
theoreme principal; Ja demonstration sera m@me tres courte, si l’on renonce en partie 
a la rigueur et a la generalite que nous avons täche de maintenir. On n’a qu’a suppo- 
ser qu’une figure maximum existe; des lors il ne sera pas difficile de demontrer qu’elle 
ne peut £tre que le demi-cercle, parce qu’on pourra faire grandir chaque autre figure, 
telle que AEFBA (fig. 6) (dans laquelle AB represente la droite @ qui est & volonte, 
et AEFB represente la ligne donnee L), toutes les fois que Vangle AGB ne sera pas 
droit pour chacun des points © de la ligne AEFB. 
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egauxz ou a aires egales, c’est le demi-cercle qui a Taire la plus grande 
ou Varc le plus petit. 

20. Entre toutes les figures dont le perimelre est compose d’une 
droite donnee a et d’une ligne prise a volonte L, le segment de cercle a 
la plus grande aire pour des longueurs egales de la ligne L, et la plus 
pelite ligne L, quand les aires sont egales. 

Demonstration. Supposons la ligne Z de forme quelconque, et qu’elle 
compose avec la droite @ le perimötre de la figure aL, on peut toujours 
construire sur @ un segment de cercle dont larc & soit egal a L (18), « 
et L, ctant situes du m&me cöte de a. Completons le cercle, et desiguons 
l’autre are par ß; alors le cercle de perimetre «+ß est plus grand que la 
figure limitee par Z+ß (17); ainsi aa Haß>aL-+taß; done au +aL. 

Remarque. On deduira de ce theoreme une regle generale, qui 
nous sera bien utile dans la suite. La voici: 

Dans toute figure dont laire doit elre un maximum sous des con- 
ditions quelconques, chaque partie du perimetre qui est lbre d’avoir une 
forme quelconque entre deux points donnes, doit elre un arc de cercle. 

21. Enire toutes les figures dont le perimetre est compose de deux 
droites donnees a, b et dune ou de deux lignes a volonte | et \,, c'est 
la partie de cercle comprise entre les droites a et b, prises comme cor- 
des (18), qui a Taire maxima quand la somme des lignes lI+1,=L est 
donnee, et la somme minima L ou 1 +|,, quand laire est donnee. 

Demonstration. Soit K le segment de cercle, et F une quelconque 
des autres figures dont nous venons de parler. Ajoutons a K les deux 
segments de cerele au et 5, de maniere a completer le cercle A,; ajou- 
tons les memes segments a la figure F', de maniere a obtenir une figure 
F\; alors K, et F, seront de m&me perimetre, L+a-+-ß; mais laire de 
K, est plus grande que celle de F}, done aussi K>F. 

Remargue. On voit quil est indifferent que les droites @ et 5 se 
succedent immediatement dans le perimetre, qu’elles aient ou qu’elles n’aient 
pas d’extremite commune, qu'il y ait une seule ligne Z ou deux ligues 7 et /.. 

22. Si au lieu des droites a et b, leur somme s=a--b est don- 
nee, les autres conditions restant les memes, Vaire de la partie de cercle 
est un maximum mazximorum, et la somme L=I1-+J, est un minimum 
minimorum, lorsque les deux droites sont eyales, c’est-a-dire lorsquon 


ashb=1ls, 
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Demonstration. Prenons a et 5 de longueurs differentes, et con- 
struisons la partie de cercle renfernce par elles de maniere qu'elles aient 
un point C commun (on aura alors =0 et !=L); joignons les autres 


extremites A et DB par la droite AB, la figure en question sera composee 
du triangle ACB et du segment ALB; mais ce triangle s’accroitra quand 
les cötes a et d deviennent egaux; la figure entiere croit par la, et plus 
encore quand elle se convertit en une partie de cercle entire les cötes 
egaux, pris comme cordes, C.Q.F.D. 


23. La partie de cercle entre n cordes a, b, c, .... est un maxi- 
mum entre toutes les figures dont le perimelre est compose de ces meines 
cötes drosts et dautres lignes a volonte 1, 1,, ];, .... dont le nombre est 
arbitraire depuis 1 jusqu’a n et dont la somme =L; et les aires de toutes 
ces figures etant egales, son perimelre est un minimum. 


Ce theoreme se demontre comme celu du n°? 21. 


24. Si dans le theoreme precedent les cordes a, bh, c, .... ne sont 
pas donnes isolement, mais st leur somme s est donnee, laire de la partie 
de cercle est un maximum entre les maxima, et la somme L, des autres 
parties du perimetre 1, I, h,..... est un minimum entre les minima, 
lorsque ces droites sont egales entre elles. — Üe theoreme est encore 
applicable au cas ou l’on se donnerait quelques-unes des droites et seule- 
ment la somme des autres, et au cas ou les sommes de differents groupes 
de droites seraient donnees; ce seraient alors les droites appartenant au 
meme groupe qui devraient Eire egales entre elles. 


Ce theoreme se demontre de la m&me maniere que le theoreme 
du n? 22. 


25. Pour le cas special ou Ja somme L=!+1L,+ .... est egale ä 
zero, on a les theoremes suivanis qui sont connus: 

I. Un polygone de cötes a, b, C, ...., donnes, est un maximum 
lorsqu':l est une partie de cercle entre les cordes a,b, c, ...., c’est-äa- 
dire lorsquil est inscriptible dans un .cercle. 

I!. Un polygone de n cötes et de perimetre donne est un maxi- 
mum, lorsqu'il a les cötes egaux et quil est insceriptible a un cercle, cd’est- 
a-dire lorsquil est regulier; et r&ciproquement entre les perimetres de 
tous les polygones equivalents de u cötes, celu: du polygone requlier est 
un minimum. 

15 * 
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26. Quand on cherchera done quel polygone a l’aire maxima pour 
un perimetre constant, ou le perimetre minimum pour une aire constante, 
le nombre de cötes Etant variable, on n’aura qu’a s’occuper des polygones 
reguliers, et l’on trouvera la loi suivante: 

Les aires des polygones requliers isoperimetres forment une serie 
croissunle, qui commence par le triangle et se termine par le cercle; et 
les perimetres des polygones equivalents forment une serie decroissante, 
a partır du triangle jusqu'au cercle. 

Demonstration. Deux polygones reguliers isoperimetres d’un nombre 
de cöles differents etant donnes, par exemple un pentagone ABCDE et un 
quadrilatere abed, on peut considerer ce dernier comme un pentagone dont 
un des cötes serait nul, ou bien, en prenant arbitrairement un point e sur un 
des cötes de ce quadrilatere, par exemple, sur ad, le considerer comme un 
pentagone abcde, dont lun des angles e serait egal a deux angles droits; 
le quadrilatere regulier peut done tre regard& comme un pentagone irregu- 
lier: done son aire est plus petite que celle du pentagone regulier ABCDE. 

Kemarque I. On trouverait des lois semblables et pour le theoreme 
du n’ 24 et pour un grand nombre des theor&mes suivants, en supposant 
toujours la somme des cötes rectilignes a, db, c, ...., donnee, et en va- 
riant leur nombre; mais il suffit d’avoir appele sur ce point l’attention 
du lecteur. 

IH. La demonstration qu’on vient de lire est remarquable par sa 
simplicite, et il est bien etonnant qu’on ne lait pas encore donnee. Toutes 


les demonstrations que je connais de ce theoreme pour les figures planes 


sont plus ou moins prolixes et embarrassces; la plus elegante de toutes 
est celle qu’en donne Lhuwilier; mais il parait quiil nen existe encore au- 
cune pour les figures spheriques. Aussi ne suis-je parvenu a trouver la 
demonstration donnee ci-dessus, qui siapplique egalement aux deux especes 
de figures, qu’apres en avoir fait plusieurs pour les figures planes, et tente 
inutilement de les appliquer d’une maniere analogue aux figures spheriques. 

27. I. Entre toutes les figures dont le perimetre est compose d'un 
nombre n de cötes rectilignes a, b, €, ...., donnes, d’une droilte G de 
longueur arbitraire, et d’un nombre (qui peut varier depuis 1 jusqWa n 
inclusivement) de lignes, I, l,, l,, ...., de forme quelconque, la partie de 
cercle entre G pris pour diametre et les cordes a, b, c, ...., est un 
maximum tant que la somme L=1+1+.... reste.la meme, et son peri- 
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metre est un minimum entre ceux de toutes les figures qui lui sont 
equivalentes. 

II. Un theoreme analogue s’applique au cas oü la somme des n 
droites a, b, C, ...., serait donnee; il faut alors qwelles soient egales 
entire elles. 

III. Si dans les deux cas (l et IL) les lignes |, \,, ...., sont 
toutes nulles, la figure se change en un polygone de n-+1 cütes, inscrit 
a un cercle qui aura le cöle arbitraire & pour diametre. 


La demonstration est fondee sur les theor&emes precedents et res- 
semble a celle du iheoreme (19). 


28. Entre toutes les figures dont le perimetre est compose des 
deux cötes AB, AC d’un angle droit A, et d’une ligne arbitraire Z, le 
quadrant de cercle a la double propriete d’avoir une aire maxima pour la 
meme longueur de la ligne L, et la ligne Z minima pour Z une meme aire 
donnee. — Ce theoreme a pareillement lieu quand la ligne Z est composce 
de droites donnees a, b, c,...., et de lignes arbitraires /, 4, 2;, »...5 c'est 
alors la partie de cercle entre les cordes a, b,...., et les rayons AB, 
AC qui est un maximum; de meme quand la somme et le nombre des 
droites a, D, €, ...., sont donnes. 

Dans tous ces cas on peut considerer la figure en question comme 
moitie d’une autre figure, qui aurait la droite AB ou AC pour axe de sy- 
metrie; ces theoremes decoulent alors immediatement des theoremes pre- 
cedents (19 et 27). 


29. I. Si la ligne Z doit partir d’un certain point B du cöte donne 
AB, le maximum ou le minimum (28) a !ieu lorsque la figure est la moitie 
d’une partie. de cercle dont lautre cöte AC est Taxe de symetrie, de ma- 
niere que le centre du cercle est sur ce cöte auquel par suite L est per- 
pendiculaire. 

I. Le point B etant donne sur le eöte BD, si langle BDO, au 
lieu d’etre droit, est aigu, les theoremes restent les m&mes, car la figure 
sest seulement acerue d'un triangle constant BAD, que l'on obtient en 
abaissant du point B une perpendiculaire BA au cöte CD; le centre du 
cercle se trouve encore sur le cöte CD. 


30. Entre toutes les figures limitces par les cötes AB et AC dun 
angle donne BAU, qui peuveni etre de longueur quelconque, et par une 
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ligne 1, de longueur donnee mais de forme arbitraire, le secteur de cercle 
est un maximum. 

Demonstration. Qu'on construise la m&me figure Symetriquement sur 
un des cötes, par exemple sur AC', de maniere que la figure ABLC soit 
d'un cöte et que Ja figure AB,L,C soit de l’autre cöte de AC; alors il 
faut, pour que Yaire soit Ja plus grande possible, que la ligne BLCL.B,, 
de m&eme que sa moilie Z, soient des arcs d’un cercle dont le centre se 
trouve sur le cöleE AC; mais par les m&mes raisons ce m&me centre de L 
doit &ire sur le cötE AB; il est done au point d’intersection A des cötes 
AB, AU. 

Une autre demonstration decoule de (29, I). 

31. 1. Ce theoreme (30) a pareillement lieu pour le cas ou la 
ligne L, est composee de droites donnees a, b, c, ...., ef de lignes arbi- 
traires 1, 1, la, ....; la partie du secteur de cercle entre les rayons AB, 
AC et les cordes a, b, C, ...., est alors un maximum. 

ll. Faisant decroitre les lignes 1, 1, 1, «... Jusqua ce qu'elles 
ddeviennent nulles, on obtient un Iheoreme concernant le polygone dont un 
angle BAC est donne avec tous les cöles A, B, Cy ...., Non adjacents ü 
cet angle ”). 

Ues iheoremes et le theoreme (30), se transforment en plusieurs 
aufres, donnes ci-dessus, quand on fait successivement l’augle A=!r, 
= 7, = 27. 

32. KEnire tous les secteurs de cercle isoperimetres, celui dont Tarc 
est egal au diamelre est un mazimum. 

Demonstration. Toute aire de secteur est egale a la moitie d’un 
triangle rectangle, dont les cötes qui comprennent l’angle droit sont respec- 
tivement egaux A larc et au diametre; mais ce triangle est un maximum 
quand il est isoscele (7): done, etc. 

Remarque. Ce theoreme ne s’applique pas completement aux see- 
teurs de cercle spheriques, car ce n’est pas au diametre spherique mais au 
diametre rectiligne veritable que larc doit alors Etre egal. Aussi devient- il 





®) Il s’ensuit en particulier: qu'entre tous les triangles dont langle au sommet 
A et la base a sont donnes, c'est le triangle isoseele qui est un maximum; et 
qwentre tous les triangles equivalents, fr ont le m&me angle A au sommet, c'est 
le triangle isoscele qui a la plus petite 


asc a 
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difficile de le demontrer geometriquement, tandis qu’on y parvient sans peine 
au moyen du calcul. 
Les deux tlı&or&mes se correspondent du reste de la maniere suivante: 


I. L’angle au centre appartenant au secteur maximum reste le m&me 
tant sur la sphere que dans le plan, quelle que soit du reste la longueur 


du perimetre; il est toujours egal a — 90%. 

II. L’aire du secteur plan est egale au carre du rayon, l'aire du 
secteur spherique est Egale au carr& de la corde rectiligne qui correspond 
3 son rayon spherigue. 

Pour le cas special ou le perimetre du secteur spherique est egal 
au perimetre d’une moitie de grand cercle, ce secteur correspond a un grand 


ieme 





cercle, et son aire est egale & 2r”, ou a de la surface de la sphere 


Ir 


A 


dont r est le rayon. 


33. De deux segments de cercle a angles aigus et a arcs de meine 
longueur, celui auquel appartient Tangle le plus grand ou la plus petite 
corde, est le plus grand; et de deux segments a angles obtus et ü arcs 
de meme longueur, le plus grand est celui dont langle est plus petit ou 
dont la corde est plus grande. 


Demonstration. Soient ALB et A,L,B, deux segments a angles 
aigus; soit en outre areh=arcL, et corde AB<- corde A,B,; de C, centre 
de L, menons les rayons CA et CB, et prenons sur leurs prolongements 
deux points de maniere que la droite qui les unit soit parallele a AB et 
egale a A,B, (fig. 8); construisons enfin le segment A,Z,B, sur cette corde 
qui sera situdce au-dela de AB; on sait (30) que le secteur CALBC est 
plus grand que CA,Z,B,C; done, en retranchant de part et d’autre le tri- 
angle ACB, on a ALB> AA,L,B, BA; douc, & fortiori, segment ALB 
> segment A,L.B.. 

La seconde partie du theoreme se demontre d’une maniere analogue. 

Remargues. 1. Entre les segments & angles aigus et ceux & angles 
obtus se trouve place le segment rectangulaire ou le demi-cercle qui est 
le maximum des segments a arcs egaux (19); les segments des deux genres 
diminuent & mesure qu'ils s’en eloignent, et puisqu'ils decroissent d’une ma- 
niere continue, il faut que pour chaque segment d’une espece il y en ait 
un de l’autre espece qui lui soit equivalent; il y a done toujours deux et 
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seulement deux differents segments d’are et d’aire donnes; il faut touiefois 
pour cela que laire donnee soit plus petite que celle du demi-cerele dont 
larce a la longueur donnee. Cela confirme encore ce que nous avons 
avance ci-dessus (18, 4). 

I. Il y a des theoremes analogues concernant d’autres figures con- 
struites sur deux hases inegales AB et A,B,, et dont le reste du peri- 
metre L et L, est compose de droites donndes a, b, c, .... communes 
aux deux figures, et d’autres parties arbitraires /, 4, &,,....., de meme 
somme de part et d’autre, en sorte qu’on ait 4 = L,; les demonstrations 
decoulent du n’ 31. 

34. Entre toutes les figures dont les perimelres sont composes des 
cöles d'un angle A donne, dont Tun AB est determine, tandis que Tautre 
AC est arbitraire, et d’une ligne quelcongue L; menee de B au cöte AC, 
mais ne le depassant pas, la partie de cercle convexe qui est comprise 
entre la secante AB et la tangenle AU est un maximum tant que le peri- 
metre ne varie pas, c’est-a-dire tant que la somme L-+-AC reste la 
ımneme (el reciproquement). 

Demonstration. Soit BLÜ (fig. 9.) un arc de cercle qui touche AC 
au point C; soit en m&me temps L+ AC la longueur voulue; ABLCA 
sera la partie de cerele en question. Nous avons done a demontrer qu'il 
n'y a pas d’aufre ligne Z,, menee du point B a un autre point E ou F 
du cöte AC, sans depasser ce cöle, qui forme une figure de meme peri- 
metre et de meme ou de plus grande aire. 

imaginons d’abord la ligne ZL, qui joint B et E; le segment BLC 
et la figure BL,EC auront la möme base BC et des perimetres egaux; 
on aura done (20) BLC> BL,EC, et par suite ABLCA > ABL,EA. 

Tirons la ligne L, de B en F; pour quelle renferme la plus grande‘ 
aire possible, il faut quelle soit un are de cercle (20, remarque) et qu'elle 
s'eleve, du moins en partie, au-dessus de larc L; mais alors elle ren- 
eontre encore cet arc dans un point autre que BD, et puisque, en outre, le 
prolongement de L, Farce CD, la rencontre evidemment, on est conduit & 
deux cercles ayant trois points communs, ce qui est impossible. — Si cette 
maniere de raisonner ne parait pas absolument satisfaisante, on pourra re- 


courir a la suivante, plus directe encore. 
Quelle que soit la forme de la ligne Z,, tircee de B en F, il faut 
qu’elle rencontre lare C'D, prolongement de Z, dans un certain point @ 
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(car elle ne peut ni passer entre le cercle et le cöte AC, ni depasser ce 
cöte); on a donc un triangle mixtiligne FGC, dans lequel F@ +ÜG>CE 
ou («) CF —-CG<FG; 
et puisque les figures ABLCA et ABL,FA sont isoperimetres, on a 
(2) BLC+CF = BLG+GE. 

Retranchant Tinegalite (u) de lequation (ß), il vient 

(y) BLC+CG>BLG, 
ce qui demontre que le segment de cercle BLCG est plus grand que la 
figure BL,G, construite sur la meme base B@. Mais on a encore ä& ajou- 
ter le triangle CF@ a la premiere partie; done, 4 fortiori, 

ABLUCA> ABL,FA. 

Remarquons encore, relativement a l’&iendue et aux limites de ce 
iheoreme, quil subsiste toujours, quelque grand que puisse tre le perimetre 
par rapport au cöte donne AB, sauf le cas ou Ton efablirait Ja condition 
que la ligne L ne doit pas non plus depasser le prolongement de ce cöte 
AB; car alors le theoreme ne continue a avoir lieu que jusqu’a ce que le 
point D tombe en B, et que le cöte AB soit tangent en B au cercle L. 
Au-delä de ces limites le theor&me se changerait en un des suivants (37). 
Si, au contraire, le perimetre diminue ou si langle A saccroit, le point € 
s'approche du sommet A jusqu’a ce quil latteigne enfin; alors la figure se 
chauge en un segment de cercle (appartenant a la corde AB), limite en 
quelque sorte des figures comprises dans notre (heoreme, car il correspond 
a AC=0, et sil’on continue a diminuer le perimetre ou a augmenter l’angle 
A, la figure ne change plus, mais le cöte AC n’est plus tangent au cercle, 
il le coupe en A. 


35. Si ce n’est pas la somme L+AUC gu est donnee comme dans 
le theoreme precedent, mais la difference L—AU ou AU—L, Claire de la 
figure est un minimum (au heu d’un maximum) quand celle-ci est une 
partie de cercle concave (fig. 10) entre la secante AB et ia tangente AU. 


Car joignons par la droite BA, le point 3 a un point A, suffisam- 
ment eloigne, pris sur le prolongement de AC; comme L— AC ou AC—L 
est donne et que AA, est connu, on connaitra de meme AAC+L; or il 
est clair que ABLC' devient un minimum quand laire A,BLC est un maxi- 
mum, ce qui a lieu quand la condition Eenoncee dans notre theoreme est 
salisfaite. 


Crelle’s Journal f.d.M. Bd. XXIV, Heft 2. 16 
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36. Si, sous les conditions des deux derniers theoremes (34 et 35), 
la ligne L doit Etre composee de droites donnees a, b, c, .... et de parties 
arbitraires 1, 1, I25 »..., la figure sera un maximum ou un minimum, 
selon qu'elle sera une partie convexe ou concave de cercle, comprise entre 
la secante AB, la tangente AU et les cordes a,b, c, .... 

La discussion des limites entre lesquelles ces deux theor&mes sont 
possibles, rentre dans les recherches mentionnees ci-dessus (18). 

Nous ajouterons seulement que l’angle A, le cöte AB et les droites 
a, d, C, .... etant donnes, il y aura en general deux valeurs determinees 
du perimetre, pour lesquelles la partie de cercle en question se transforme 
en polygone, parce que alors les arcs Z, Z,, .... deviennent nuls: dans Tin- 
tervalle compris entre ces deux polygones le theor&me est impossible. 

37. Entre toutes les figures isoperimelres dont le perimetre est 
compose de deux cötes AB et AU, de longueur arbitraire, formant entre 
euxz un angle donne A, et d’une ligne quelconque L, qui les joint, sans 
les depasser, celle-la est un maximum, qui est une partie convexe de 
cercle ABLCA (fig. 11), entre Tangle circonserit A (en sorte que L est 
alors un arc de cercle tangent aux cöles AB ee AC). Et si, au lieu 
du perimetre, c’est la difference entre la ligne L, (au bleu de L) et lu 
somme des cöles AB et AU qui est donne, la figure est un minimum, 
lorsqwelle est une partie concave de cercle ABL,CA entre Tangle cir- 
conserit A. 

Demonstration. Si l’on joint un point quelconque D de la ligne Z 
avec le point A, au moyen d’une droite AD, les parties DB et DC doivent 
ötre des arcs de cercle, tangents aux cötes AB et AC, pour que la figure 
soit un maximum (34); et comme le point D est absolument arbitraire, il 
faut que toute la ligne Z soit un arc de cercle, qui est tangent en me&me 
temps aux deux cötes. 

Remarques. 1. Si Vangle A devient =z ou >r, la partie de 
cercle convexe se {ransforme en un cerele entier, et le theoreme perd 
alors (out caractere propre; la partie concave devient nulle sous la m&me 
condition. 

ll. Si les cötes de langle A sont limites au moyen d’une droite 
EF ou GH, qui est donnee avec ses angles adjacents E, F ou @, H, 
ces (heoremes s’appliquent egalement aux figures EBLCF et EBL.CE, 
ou GBL,CH et GBLCH, dont la premiere est un maximum quand le 
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perimetre est donne, tandis que la derniere est un minimum quand la dif- 
ference (EB+CF)—L, ou (BG +HC)—L est donnee. Ces theoremes 
restent les m&mes, quand on a A=0, et que par-läa les cötes E@ et FH 
sont paralleles. 

38. Quand la ligne L ou L, (37) doit ätre composee de droites 
donnees a, b, C, ...., et darcs arbitraires 1, 1,, ...., la figure est pareil- 
lement un maximum ou un minimum, lorsqwelle est une partie de cercle 
convexe ou concave entre les cordes a, b, c, .... et l’angle cörconscrit A. 

Les limites sont donnees par le cas ou les lignes Z, Z,, Z,, .... de- 
viennent nulles; alors la figure devient un polygune, dont les cötes AB 
et AC sont egaux. 

39. I. Entre toutes les figures dont les perimetres sont composes 
des cötes AB, AC d’un angle donne A, arbitraires en longueur, plus 
d’une ligne L qui les joint sans les depasser, et pour lesquelles la somme 
des lignes L et AU est donnee, la figure mazxima est la partie de cercle 
convexe entre la tangente AU et la normale AB (qui passe par le centre). 

I. 8: la difference entre L, et AU est donnee, la figure mi- 
nima est une partie de cercle concave, entre la tangente AC et la nor- 
male AB. 

III. Ces deux theoremes ont egalement lieu quand la ligne L est 
composee de droiltes donnees a, b, c,.... et de lignes arbitraires |], 
ER VREENE 

Demonstration. On ua qu&a repeter la meme figure symetriquement 
au-dela de AB; ces theoremes decoulent alors immediatement des pre- 
cedents (37 et 38). 

409. I. Entre toutes les figures tsoperimetres, dont les perimetres 
sont composes des cötes AU et AF, BD et BE de deux aungles A et B 
donnes, lesquels cotes sont de longueur arbitraire, plus d’une ou de deux 
lignes a volonte | et |,, qui joignent les extremiles de ces cötes, si lon 
suppose que les figures ne sortent pas des deux espaces angulaires A et 
B, la partie de cercle convexe AUIDBELF (fig. 12, a) entre les angles 
circonscerils A et B est un maximum. — Ou bien, si ceest la difference 
entre la somme des cötes du plus petit angie A et le reste du perimetre, 
cest-a-dire si dest la difference (AC-AF)—(BD+BE+I+I,) gwi 
est donnee, la figure minima est la partie de cercle concave ACIDBEI,FA 
(fig. 12, db) entre les angles circonserits A et B. 

16 * 
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Demonstration. Completons le cerele au moyen des arcs « et ß; 
alors la partie convexe AUIDBEl“ = K (fig. 12, a) est composee du 
cercle a!ßl,—=K, et des deux parties concaves Au et BP entre les angles 
4 et B. Imaginons une quelconque F’ des figures comprises dans le theo- 
reme, et retranchons-en les m&mes parties Aa et BB entre les angles A 
et B; il reste une figure F\, dont le perimetre, comme il est facile de le 
voir, est egal au perimetre du cercle K, ou plus petit, de maniere qu'on 
a toujours X, > F\, et ensulte K>F. 

Le raisonnement suivant peut Egalement servir a celte demonstra- 
tion. On montrera d’abord que le maximum ne peut pas Eire limit& par les 
seuls cötes des angles A et BD, quil ne peut donc pas ätre un quadrila- 
tere, mais que les lignes 7 et !, sont necessaires. On voit ensuile que ces 
lignes doivent @tre des arcs de cercle (20) tangents aux cötes (34 ou 37), 
et quils appartiennent a un me&me cercle (38). Car si l’on joint deux 
points quelconques x et x, des arcs ! et Z, au moyen d’une droite er, = a, 
celle-ci partage la figure en deux parties, dont chacune est un maxi- 
mum, lorsqu’elle est une partie de cercle entre lanugle A ou B et la 
corde « (38). 

Il. La forme de la figure maxima n'est pas absolument determi- 
nee, car les arcs / et Z, peuvent chauger de grandeur comme ils voudront, 
pourvu que leur somme reste constante et que le cercle ne varie pas. Si 
done lun des angles, par exemple A, reste fixe, l’autre B pourra tourner 
autour du cercle pour occuper toutes les positions depuis celle ou son cöte 
BE tombe sur le prolongement du cöt& AF' jusqu’a celle ou lautre cöte 
BD tombe sur le prolongement de AC. Une des positions intermediaires 
est celle dans laquelle la droite AB, qui joint les sommets des deux angles, 
divise en deux parlies egales et ces angles et la figure elle-m&me. Pour 
la limite donnde par la coincidence de BE et du prolongement de AF 
(fig. 12, c), le theoreme peut &tre Enonce de la maniere suivante: 

Entre les figures isoperimelres, dont le perimetre est compose de 
trois droites consecutives CA, AB, BD de longueur arbitraire, formant 
entre elles deux ungles donnes A et B, et d’une ligne arbitraire L, qui 
joint la premiere et la derniere des droiles, sans les depasser, la figure 
maxima est celle dans laquelle la Lgne L. est un arc du cercle, tangent 
aux trois droiles. — Il existe un theoreme analogue pour la partie con- 


cave du cercele. 
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Ill. A;joutons le corollaire suivant, qui eoncerne le cas dans lequel 
la diagonale AB passe par le centre du cercle, et partage la figure en 
deux moities symetriques. 


Entre toutes les figures dont les perimetres sont composes de trois 
droites conseculives CA, AB, BD, formant entre elles les angles donnes 
4A et ıB, et d’une ligne arbitraire |, qui joint les cöles exlerieurs AU 
ei BD sans les depasser, la somme des lignes |, AC et BD restant con- 
stante, la figure maxima est celle dans laquelle | est un arc de cercle 
qui a son centre sur le cöle place au milieu AB et qui est tangent aux 
cötes exterieurs AU et BD. 


41. 8: les conditions restent les memes que dans le theoreme pre- 
cedent (40), sauf quau -keu des angles A et B, c’est leur somme S que 
est donnee, la figure est un maximum maximorum, lorsque ces angles 
sont egaux. 

Demonstration. Supposons les angles inegaux, sot A>B, et la 
partie de cercle, comme ci-dessus (40, II), de la forme (fig. 12, c); tirons 
la droite A,B,, de maniere quon ait angle CA,B, = DB,A, et triangle 
AA,D, equivalent a triaungle ABB, ; alors la figure ACLDB, est equivalente 
a ACLDB. Si les triangles Etaient isopcrimetres, C’est-a-dire si lon avait 

AA,+AB, = AB+BB,, 
le triangle AA,B, serait plus grand que le triaugle ABD,, parce que 
laugle x est plus grand que y (3, II); mais les triangles sont supposes 
etre Equivalents: done 

44,+4AB, <AB+BB,, 
et par suite, perimetre A, CLDB, <- perimetre ACLDB. Mais il est clair 
que la premiere figure Eetant Equivalente a la seconde, quoique son peri- 
metre soit plus petit, pourra avoir une aire plus grande que celle-ci ä 
meme perimetre, d’autant plus qu’elle aussi pourra etre une partie de cercle. 

C'est la facilit@ de son application aux figures spheriques qui nous a 
fait choisir cette d&monstration; car il yen a de plus simples et de plus 
directes pour les figures planes seules. Par exemple, tirons la droite 4,B, 
de maniere qu'on ait 

angle A, = angleB, et AA, +A,B, = AB+BB;; 
alors, puisque 2 > y, le triangle AA,B, est plus grand que ABB, (3, 11), 
et a perimetre Egal la figure AACLDB, plus grande que ACLDB, eic. — 
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Enfin la figure dont nous nous occupions dans le n°40, III, peut servir ä 
une autre demonstration du m&eme {heoreme. 

42. 1. Entre toutes les figures isoperimetres dont les perimetres 
sont composes: 

1°. Des cötes de longueur arbitraire de m angles donnes A, B, 
U, .... dont la somme est plus grande que (m—?2)r; 

2°. Des lignes quelconques, 1, 1, I,, ...., dont le nombre est arbi- 
traire depuis 1 jusqu'a m et qui joignent des cötes de differents angles ; 

Si lon exige en outre qu’aucune de ces figures ne sorte des espaces 
anqulaires, la figure mazima est une partie de cercle convexe entre les 
ungles eirconserits A, B,C, ..... 

Si A, le plus petit des angles donnes, est assez petit pour que 
son angle supplementaire soit plus grand que la somme des angles sup- 
plementaires de tous les autres angles donnes, et si Von connait en meme 
temps la difference entre la somme des cötes de langle A et le reste du 
perimetre, la figure est un minimum, lorsqu'elle est une partie de cercle 
eoncave entre les angles circonserits A, B,C, .... 

Cette partie de cercle concave est de m&me forme que celle que 
nous avons consideree dans le n° 40. Dans la suite, la seconde partie sera 
toujours sous- entendue. 

il. Si lon donne seulement la somme des angles et non chaque 
ungle a part, la figure est un maximum mazimorum, lorsque ces angles 
sont egauz entre eux, et que la figure est egalement une partie de cercle. 

I,a demonstration des ces theor&mes est analogue a celle du n° 40. 

43. 1. Liaire d’un polygone de m cötes, dont les angles et le 
perimetre sont donnes *), est un maximum lorsque ce polygone est cir- 
eonseriptible a un cercle *”*). 


— | —————— 


=) I suffit pour le polygone plan de m cötes, que m—1 angles soient donnes, 
car le dernier angle est alors determine. Quant au polvgone spherique de m cötes, 
il faut remarquer que son aire serait fixee des que ses m angles seraient donnes: il 
faut done @noncer ainsi le theoreme en ce qui le conceme: S les angles d’un poly- 
yone spherique de m cötes sont donnes, son perimötre est un minimum lorsqwil est 
eireonseriptible a un cerele; le theoreme sur les figures planes devient plus analogue 
ı celui-ci, quand on suppose donnes les angles et laire. 

==) Je crois que c’est Lhuilier qui, dans son ouvrage mentionne ci-dessus, a 
ete le premier a Enoncer ce theoreme pour les figures planes. Il le demontre au moyen 
du calcul, d’une maniere tres ingenieuse, mais assez compliquee. On ne le retrouve 
plus dans les auteurs qui lui sont posterieurs; ıls paraissent avoir recule devant la 
demonstration. 
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ll. Si le perimetre seul est donne, le polygone de m cötes est un 
mazimum, quand il est equiangle et circonscriptible a un cercle, c'est- 
ä-dire quand il est regulier. 


Ces theoremes decoulent comme limites des precedents (42) quand 
on y fait diminuer la somme des angles donnes jusqu’a ce qu’elle devienne 
egale a (m— 2)”; les arcs /, 2, ...., deviennent alors nuls, et la figure 
se change en un polygone de m cötes. 


On peut aussi demontrer direciement ces tiheoremes, conformement 
au n’ 40. 


44. I. Si le perimetre d’une figure doit etre compose: 


1°. Des cötes de lungueur arbitraire, de mangles donnes A,B, 
C,.... dont la somme est plus grande que (m—1)r; 

2°. D’une droite g de lonqueur arbitraire ; 

3°. De lignes quelconques 1, I,, I, ....35 


Si en outre la figure doit etre renfermee dans les espaces ungu- 
laires donnes, et si, a lexception de la droite g, la lonqgueur de tout 
le reste du perimetre est donnee, llaire comprise est un maximum, quand 
la figure est une partie de cercle entre les angles circonscrits A, B,Ü, ...., 
et le diametre g. 


Si donc la base g aboutit par son extremite a un des cötes des 
angles, il faut quelle soit perpendiculaire sur lui. 


On obtient le corollaire suivant, en faisant diminuer les angles jus- 
qu’a ce que leur somme soit egale a (m—1)7. 


II. _ Enire tous les polygones que l’on peut construire sur une 
base arbitraire g, la somme s des deux angles adjacents a cette base 
etant supposee egale a m ou 180°, et les autres angles etant donnes 
uinsi que la somme des cötes (la base g non comprise), le polygone mazi- 
mum est celui qui est compose de cöles tous tangents au cercle dont la 
base g est le diametre. Les angles ü la base sont donc droits. 

Si, au lieu des angles A, B, C, ...., la somme de deux, de trois, 
etc., d’entre eux est donnee, quils se suivent ou non dans le perimetre, 
laire est la plus grande possible quand ils sont egaux. 

Ces theoremes decoulent du precedent (42), quand on repete la 
figure symetriquement de Tautre cöte de la base g. 
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45. 1. Si Ton supprime la droite g, et si l’on suppose que la 
somme des mangles soit plus grande que (m—3)7, que langle A soit 
plus petit que 47, et que de ses cötes AA,, AA,, lun AA, soit arbi- 
traire, landis que le reste du perimetre est donne; la figure est un 
maximum, lorsquelle est une partie de cercle entre les angles eirconscrits 
B, C, .... la tangente AA, et la normale AA,. 

Quand la somme des angles devient = (m — })7, le theoreme 
senonce ainsi: 

il. Si les angles d’un polygone sont donnes, si lun des angles A, 
adjacents da sa base AA, est egal d 4; et lautre A plus petit que 4; 
si en outre la somme de tous les cötes, moins la base, est donnee; ce 
» polygone est un maximum, lorsque ces cötes sont tangents a un cercle 
dont le centre est sur la base AA.. 

II. Si, au lieu des angles A, B,C,...., leur somme est donnee, 
la figure devient, dans les deux cas precedents (1 et Il), un maximum 
mazimorum, Vorsqu'on a 

B == U == DB: u... us 24, 
les conditions indiquees plus haut etant d’ailleurs remplies; en outre, 
les cötes compris entre les angles B,C, D, ...., seront egaux, et cha- 
run deux sera double du cöte perpendiculuire sur la base en A,. 

Ces theoremes decoulent du n° 42, tout-a-fait comme ceux du n? 44. 

46. I. Le perimelre d’une figure elant compose: 

1°. Des cötes de mangles donnes A, B,C, D,....., dont la somme 
est plus pelite que (m—?)r; 

2°. De lignes arbitraires 1, 1, hy »...35 

Si les angles A et B sont aigus tous les deux, et si de leurs 
cöles AA,, AA, et BB,, BB,, deur, par exemple AA, et BB,, ne for- 
ment qu'une meme droite AB, si, en outre, tout le perimetre, a lex- 
ception de la base AB, est donne, laire de la figure est un maximum 
iorsqwelle est une partie de cercle entre les angles circonscrits C, D, ...., 
les tangentes AA,, BB,, et la normale AB. 

Il. Etant donnes les angles d’un polygone, avec cette condition 
que les angles A et B, adjacents a la base AB, soient aigus, ou tout au 
plus droits; si en oufre la somme de tous les cöles, excepte la base, 
est donnee, le polygone est un maximum, lorsque tous ces cöles sont 


tangents a un cercle dont le centre est sur la base AB, De plus: 
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Il. Les angles etunt arbitraires, le polygone est un maximum, 
lorsue C=D=....=27A=2B; alors tous les cötes, a lexception 
de la base, sont egaux, ou 

IV. Si langle A, qui n'est pas plus grand que 47, est seul donne 
de grandeur, le polygone est un maximum lorsque 2 B=C=D=.... 
En meme temps tous les cötes sont egaux, ad Üexception de ceux qui 
forment Vangle A. 

Il ne sera pas inutile d@noncer separcment Tapplication de ce theo- 
reme (IV) au quadrilatere et au triangle: 

1°. Entre tous les quadrilateres que lon peut construire avec un 
angle donne A<(47 et avec trois cötes BC, CD, DA, dont la somme 
est donnee, le plus grand est celui dans lequel lange C=D=N2B, et 
le öte BÜ=CD; —etsi A=!7, il faut en outre quoon ait 24D = 
BC=CD. 

2°. Entre tous les triangles ADC qui ont le meme angle donne 
A< tr adjacent a la base AB, et dont la somme des cötes AU + BC 
est la m@eme, celui-la est un maximum dans lequel langle au sommet € 
est le double de lautre angle a la base BY); — et is A=}r, ona 
C=2B=!7r, et en outre BÜ=N7CA, ce qui est une propriete connue. 


47. 1. Si le perimetre d’une figure est compose: 

1°. Des cötes de mangles donnes A,B,C,...., dont la somme 
est plus grande que (m—1)r; 

2°. Des lignes arbitraires I, I, hy, ....;5 

Si la longueur des cötes AA, et AA, qui forment langle A est 
arbitraire, tandis que la longueur du reste du perimetre est donnee, 
la figure maxima est la partie de cercle entre les angles circonscrits 
B, C, .... et langle au centre A. — Les cötes AA, et AA, sont donc 
des rayons du cercle; si Tun d’eux aboutit par son extremile, non a un 
arc (l), mais a un cöte d’un angle, il est perpendiculaire sur lui. 

1. Si la somme de deux angles quelconques A, et A, d’un po- 
Iygone, entre lesquels un seul angle A est compris, est egale ar, et si 
en meme temps, et les autres angles A, B,C, ...., ei la somme de tous 





=) Meme dans ce cas, le plus simple de tous, il est ımpossible de construire 
geometriquement la figure maxima, car elle suppose l’execution de la trisection de 
Vangle supplementaire de A, qui est egal a 3B. 
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les cötes non-adjacents da Vangle A sont donnes, ce polygone est un 
mazimum lorsque les cötes arbitraires AA, et AA, sont des rayons d’un 
cercle auquel tous les autres cötes sont tangents; de maniere que les 
angles A,, A, sont egauzx et droits. 

II. 8: lUangle A seul est donne, les autres condilions restant 
les memes, le polygone est un maximum lorsque les autres angles B, 
U, ...., A sont egaux; en meme temps les cöles compris entre ces ungles 
deviennent egaux, de meme que ceux qui sont adjacents au premier et 
au dernier angle BA, et XA,, qu sont de longueur moitie des autres. — 
Dans ce cas la figure s’approche d’un secteur de polygone regulier, ce 
qu’elle devient en eflet quand langle A est commensurable a 7. 

Ces tlieoremes sont independants de la grandeur de langle A; sil 
devient successivement =, ?7, les tlıeor&mes se changent en ceux des 
n’ 44 et 42. 


48. I. Si, toutes choses restant les mömes, l’un des cötes de l’angle 
A, par exemple AA,, est donne, de maniere que lautre AA, seulement 
demeure arbitraire, la figure est un maximum lorsquelle est une partie 
de cercle convexe entre les angles circonscrits B, U, ...., la secante AA, 
et la normale AA. 

Pour une certaine longueur de la partie donnee du perimetre, la 
figure se change en un polygone, limite des figures du theoreme. 

II. Si Tangle A est plus petit que 4, et si, comme dans le cas 
precedent, AA, est donne de meme que la longueur du reste du perimetre, 
y compris le cöte AA,, la partie de cercle entre les angles circonsecrits 
B,C,...., la tangente AA, et lu secante AA,, est un maximum. 

La limite est encore donnee par un polygone. 


49. 1. Enire toutes les figures de perimetre donne et compose': 

1°. Den droites donnees, a, b, c, ....: 

2°. Des cötes non determines des m angles donnes A,B, C, .... 
dont la somme est plus grande que (m—?)r; 


3°. De lignes arbitraires 1, 1,, l;, ...., dont le nombre est arbi- 
traire de 1 jusguda mn; 


S: les figures ne depassent aucun des espaces compris dans les 
m angles, la partie conve.ce de cercle entre les n cordes a, b, cC, ...., ei 
les m angles carconserds A, B, C, ...., est un maximum. 
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ll. 8, au lieu d’un certain nombre de cötes ou d’angles, c'est 
leur somme qui est donnee, les aufres conditions restant les meines, laire 
de la figure augmente quand on rend les elements appartenant a la meme 
somme egaux entre eux; il senswit que pour un meme perimetre, une 
ıneme somme des n droites et une meme some des m angles, la figure 
qui a ses cöles et ses angles egaux est un maximum maximorum. 

A la limite de ces deux theoremes, pour une cerlaine longueur du 
perimetre, la partie de cercle se change en un polygone qui est eu partie 
inscrit et en partie circonscrit au cercle, et qui peut avoir chaque nombre 
de cötes depuis a+m+ 1, qui est le plus petit nombre, jusqu’au plus 
grand In +m ou n+2m (selon quon am >n oun>m); cela depend 
de la maniere dont on fait suivre les angles et les cötes dans le perimetre. 
Ces theoremes renferment du reste plusieurs des precedents. 

50. 1. 8: les perimetres des figures contiennent, outre les parties 
enumerees ci-dessus (49,1), une droste g de lonyueur urbitraire, et si 
la somme des m angles donnes est plus grande que (m—1)rz, la figure 
mazxima est une partie de cercle convexe entre les cordes a,b, c,...., 
les angles circonscrits A, B,Ü,...., et le diametre g. En faisant di- 
minuer le perimetre jusqu’a une cerlaine longueur, on obtient la limite des 
parties de cercle qui est un polygone. 

II. Le perimetre restant toujours compose comme dans (49,1), si 
langle A est plus pelit que 47, sı (un de ses cöles AA, et AA,, par 
exemple AA,, n'est pas compris dans la lonqgueur donnee du perimetre, 
et si la somme de tous les angles est plus grande que (nm—})r, la figure 
mazxima est une parlie de cercle entre les cordes a, b, c, ...., les ungles 
circonserils Bi, C, ...., la tangente AA, et la normale AA,. 

Si le cöte AA, etait donne separement, il faudrait qu'il füt une se- 
cante de la partie de cercle. 

III. Si Tangle A est de grandeur quelconque, mais donnee, si ses 
deux cöles ne sont pas compris dans la parlie de perimetre donnee, et 
si la somme des m angles est plus grande que (m—1)r, el faul que dans 
le maximum A soit un angle au centre, et que ses cöles AA, et AA, 
soient des rayons de la parlie de cercle. 

Ce dernier theoreme en renferme plusieurs autres, que l'on obtient 
quand on fait successivement A= 7, ?7, ou quand on supprime les n cö- 
tes a, d, €, ...., ou les m angles A, B,C, ..... Sa limite, que l’on ob- 

17 * 
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tient en diminuant jusqu’a un certain point la partie de perimetre donnee, 
est un polygone. 


Remargque generale. 


51. La plupart des theorcmes pr&cedents s’appliquent aux polygones 
limites des parties de cercle; mais si lon examine ces polygones indepen- 
damment des recherches precedentes, si l’on donne & leurs elements varia- 
bles d’autres valeurs que celles qui appartiennent aux limites des parties 
de cercle, on voit que, m&me sous ce nouveau point de vue, ces polygones- 
limites ne sont encore que des cas particuliers. Car quand on sort de ces 
valeurs-limites en assujelissant la figure & rester toujours un polygone de 
meme nombre de cötes (qui ne doit ni contenir des arcs /, ZI, ...., ni se 
changer en partie de cercle), le maximum est assujeti a des conditions 
absolument differentes, qui changent encore, selon que les valeurs donnees 
aux elements sont plus grandes ou plus petites que les valeurs-limites. 

On parvient a ces proprietes du polygone, en discutant les cas de 
maximum et de minimum d’une maniere plus generale et plus complete quon 
ne la fait jusquici; dans tous les cas ou les elements necessaires pour la 
determination complete du polygone ne sont pas tous donnes, on recherchera 
les conditions de maximum et de minimum relatives aux aufres elements. 
Le nombre des divers cas est tres grand, m&me quand on ne s’occupe que 
des differentes combinaisons des cöles, des angles, de la somme de plusieurs 
cötes ou angles, et de l’aire. 11 parait du reste que ces recherches devront 
etre fondees (A Finstar de la theorie sur l'egalite des polygones) sur les 
proprietes du quadrilatere, de maniere quil importerait de discuter d’abord 
toutes les questions que le quadrilatere peut oflrir; mais leur nombre s’eleve 
jusqu’a 25 ou 30, et lon ne pourra guere repondre, avec les moyens dont 
nous disposons maintenant, qua la moitie d’entre elles. Au surplus il est 
probable que les divers cas sont tellement enchaines entre eux, qulil suf- 


fira d’en demontrer quelques-uns; les autres decouleront immediatement 
de ceux -la. 


Theor&mes qui concernent plusieurs figures en möme temps, ou des figures qui 
sont determinces par des limites fixes ou par des elements donnes. 


52. I. Si nous appelons S la somme des deux figures au et b£, 
construiles sur des buses a et b, respeclivement donnees, et avec des lignes 
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arbitraires a et B dont la somme = u+ est egalement donnee, 8 sera 
un mazxtınum lorsque les figures sont des segments de cercles de rayons 
egaux, pourvu que le segment ayant pour corde la plus petite base b sort 
un segment a angle argu. 

Demonstration. Supposons quil existe un cercle ABU (fig. 13) 
dans lequel les bases donndes a et db, prises comme cordes, soutendent des 
arcs a et ß, dont la somme soit egale a o, mais plus petite que la circon- 
ference du cercle; il est clair qu’alors la somme des deux segments au +bB 
est un maximum sous les conditions donnees. Car, la figure aby restant 
invariable, si lon fait varier comme on voudra les ares & et ß, mais de 
maniere que leur somme soit toujours egale a v, laire des figures renfer- 
mees par ces arcs et par larc fixe yY sera toujours plus petite que celle 
du cercle ABC; douc la somme des aires des deux figures formees par 
ces arcs et par les bases donnees « et 5 sera plus petite que celle des 
aires des segments du cerele au et 52. Le segment dB ayant pour base 
la plus pelite corde, est necessairement a angle aigu, tandis que l’autre 
segment peut Eire indifferemment ou A angle aigu ou & angle obtus. 

Il reste encore a demontrer que le cercle suppose existe dans tous 
les cas. 

Le plus petit des cercles dans lesquels les bases donnees «a et 5b 
puissent Etre des cordes, est celui qui a la plus grande corde @ pour dia- 
metre. Supposons pour un moment que le cercle ABC soit ce cercle M, 
alors trois cas sont possibles, savoir: 


1. «+Pß=1e, 
2. a+-B> oe, 
3. a +ß<e. 


Dans le premier cas le cercle M satisfait aux conditions du theoreme. 

Dans le second cas faisons croitre le cercle M, en ecartant en meme 
temps Fune de l’autre les cordes « et 5; les centres de tous les cercles 
ainsi obtenus resteront evidemment entre les cordes a et 5 dans l’espace 
aby, et puisque d’apres cela les deux segments sont ä angles aigus, chacun 
des arcs « et ß, et consequemment leur somme ira continuellement en di- 
minuant; cette somme s’approchera ainsi de plus en plus de 7, jusqu’a ce 
qu’elle lui devienne &gale pour un certain cercle M, qui satisfait aux con- 
ditions du theoreme. 

Dans le troisieme cas on fera egalement graudir le cercle, mais en 
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rapprochant en m&me temps la corde a de la corde 5; alors le centre est 
dans le segment aa, dont l’angle devient obtus, tandis que celui du segment 
b2 reste aigu; lare « croit done et l’arc ß diminue. Mais l’accroissement 
de & surpasse evidemment le decroissement de ß: la somme «+Pß va done 
en grandissant, et puisque en outre & peut acquerir toule grandeur voulue, 
tandis que 8 ne peut jamais devenir plus petit que d, la somme «+Pß ob- 
tiendra toutes les valeurs possibles et deviendra aussi egale ar pour un 
certain cercle M,, qui sera le cercle cherche. 

On peut done toujours satisfaire aux conditions du th&oreme, pourvu 
que c>a-+D, mais on ne le peut que d’nne maniere seulement. 

Dans tous les cas le segment 5B sur la plus petite corde est con- 
stamment a angle aigu, tandis que lautre «« peut ätre a angle aigu, droit 
ou obtus. 

Il. Le theoreme ci-dessus (I) ne se rapporte qu’au maximum ab- 
solu ou principal de la somme des deux figures, qui varient autant que les 
elements donnes le permettent. Si Ion veut traiter cet obhjet d’une maniere 
plus complete, on sy prendra ainsi quil suit: 

Que l'on repartisse comme on voudra la somme « sur « et ß, parties 
des perimetres des figures au et 5, toujours est-il que chacune d’elles, 
de m&me que leur somme S, sera un maximum, lorsque ces figures sont des 
segments de cercle. Nous pouvons done admettre que les figures au et 5 
sout des segments de cercle. Si l’on fait maintenant varier leurs arcs « 
et & d’une maniere continue, sous la condition que toujours «+ soit egal 
a 7, la somme de leurs aires aua+bß = S changera aussi continuellement; 
et l’on peut se demander: Sous quelles conditions, et combien de fois cette 
somne devient un maximum ou un minimum? 

I.a discussion ulterieure de cette question donne le resultat suivant: 
Si les cordes a et b de deux segments de cercle au et b, et la somme de 
leurs urcs  =a+ß sont donnees, la somme de leurs aires S=au+tbß 
est en general un maximum ou un minimum quand les arcs appar- 
tiennent a des cercles de rayons egaux; si aucun des deux segments ne 
doit elre plus grand que le cercle entier, la condition d’avoir des rayons 
eygaux ne peut elre remplie que de trois manieres au plus; mais si les 
segments peuvent aussi elre plus grands que le cercle, le nombre des cas 


satisfaisant a la condition augmentera, et d’aulant plus que la somme 5 
sera plus grande relalivement aux cordes a et b. 
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Pour le cas partieulier ou ni & ni ß ne doivent ätre plus grands 
que le cercle, l’existence des cereles dans lesquels un maximum ou un mi- 
nimum a lieu, peut etre demontree de la maniere suivante: 

Si l’on regarde les droites « et b comme cordes d’un cerele quel- 
conque, et si l’on designe les petits arcs quwelles soutendent par a et ß, et 
les grands arcs par «, et ß,, on peut former avec ces quantites les quatre 
sommes differentes «+ß, u +ß, &+ß,, &, +Pßı, et l’on aura a rechercher 
combien il y a de cercles dans lesquels une de ces sommes est egale a e. 

Nous avons deja demontre ci-dessus (1) que, en ce qui concerne 
les sommes «+ß et «+ dans lesquelles entre le plus petit arc ß sou- 
tendu par la plus petite corde 5, il y a toujours un et seulement un cercle 
M, qui satisfait a une ou l’autre. Il reste done & examiner combien il y 
a de cercles correspondants a une des sommes «+P, et u+P,, dest-a 
dire au cas oü le segment ayant la plus pelite des hases pour cordes est 
a angle obtus. | 

Designons par N le cercle dans lequel la somme du plus petit are « 
soutendu par «a, et du plus grand arc ß, soutendu var la plus petite corde b 


devient un minimum = 7,; trois relations sont alors possibles entre eo, et oe; 
on aura 
(1) 0 >06, 
ou 2) a =0o, 
ou (3) n<oe. 


Pour le cas (1) il est clair qu’il n’y a pas de cercle qui satisfasse & 
la condition ci-dessus; 

Pour le cas (2) le cercle N lui-meme est le cercle cherche; 

Pour le cas (3), enfin, il y a deux cercles qui remplissent la con- 
dition exigee; on sen assure par le raisonnement suivant: 

Il est clair que la somme des deux grands arcs «+, est un mi- 
nimum dans le cercle M, qui a la plus grande corde « pour diametre. 
Dans ce cas, & proprement parler, «, n’est plus un grand arc, car on a 
“a, =a. Noit o, cette somme minimum, il y a alors trois combinaisons pos- 
sibles; on a 


(a) 0, < oc, et en meme temps , < vo, 
ou b) o<e, r2=0, 
ou () n<e, %r >% 


Pour chacune de ces trois relations on peut, en partant des cercles N 
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et M, parvenir a deux cercles qui remplissent la condition ci-dessus 
ENONCEE. 

A. Dans Ihypothese («) faisons premierement croitre le cercle N, 
la somme des arcs «+, eroitra de meme (parce que au commencement 
elle est un minimum Egal a 7,, et que ß, croit plus vite que @ ne diminue), 
et puisque ß, peut devenir de grandeur quelconque, tandis que & ne peut 
diminuer que jusqu’a Ja limite a, il faut qu’on parvienne a un cercle N, qui 
salisfasse a cette condition, que a+Pß, soit egal ao. — Secondement 
faisons eroitre le cercle M, la somme «+, croitra avec lui, et nous par- 
viendrons a un cercle M,, dans lequel on aura «,+Pß, =, lequel est 
done le cercle en question. 

B. Dans [hypothese (db), c'est premierement le cercle M lui-meme 
qui satisfait a Ja condition. — ‚Secondement lorsque Yon fait croitre le 
cercle N, «+, augmente en meme temps jusqu’a ce que l’on parvienne 
enfin a un cercle N, dans lequel on aura «+ ß, =. 

C. Faisons dans Ihypothese (ec) croitre premierement le cercle N; 
on parviendra comme ci-dessus a un cercle N, qui rend a+ß,=o; — 
secondement faisons diminuer le cerele N; par cela meme @«+Pß, croitra, 
et, avant d’atteindre le cercle minimum M, on parviendra a un cercle N, 
dans lequel «+ß, est egal a e. 

On demontrera geometriquement, au moyen du tlıeoreme (I), que les 
segments des differents cercles, qui remplissent la condition mentionnee ci- 
dessus, ont les proprietes suivantes: 

a) Dans tous les cercles designes par N,, la somme des segments 
aa-t-bß, est un maximum relatif; 

2) La somme aa, +5, dans les cercles M, et M (dans le cas B), 
la somme aa-+bP, dans le cercle N,, sont des minima ; 

y) Dans le cercle designe par N, au cas special (2), la somme des 
segments aut dP, west ni un maximum ni un minimum, car ce cas peut 
ötre considere comme limite des deux parties du cas (EC), puisque les cer- 
eles N, et N, se confondent tous les deux avec le cercle N, et par con- 
sequent neutralisent leurs propriet&s opposees. 

II y a encore deux limites pour la somme des segments en question; 


on parvient a ces limites en faisant continuellement diminuer Tun des arcs 
a et ß (et ici ce ne sont plus les petits arcs, mais des arcs quelcongues 
soutendus par les cordes a et 5 que nous desiguons par a et ß); en der- 
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nier lieu ß coincidera avec sa corde b, ou « avec la corde correspondante «a; 
la somme aa +5 diminue simultanement, elle est done un minimum lorsque 
a ou ß ont atteint leurs limites. Chacun de ces minima limites n’est com- 
pose que d’un seul segment au‘ ou 5P’, Fautre segment devenant nul; les 
arcs de ces segments seront relativement “= c—b u P=r—a; et 
puisque de ces deux segments celui qui a la plus petite corde est plus 
petit, on a au >bß". 

III. Ces resultats subissent differentes modifications, selon les diffe- 
rentes longueurs relatives des cordes a et db. Considerons, par exemple, 
les deux cas speciaux suivanlis: 

t°. Soit «=D; alors les cereles N et M, N, et M, se confondent, 
le cercle N, devient impossible, et quant aux aufres cercles, il faut avoir 
egard aux relations suivantes: 

a) Silon ac>ra ou s=raua, c’est-a-dire si la somme don- 
nee 7 n'est pas plus petite que le cercle M, qui a a pour diametre, les 
arcs a, et ß (=u) forment pour le maximum principal (I) une circonfe- 
rence entiere de cercle M,, c’est-a-dire que les segments «a, et dB com- 
posent laire du cercle M,. Daus le cercle M,, dans lequel la somme 
4a, +5ß, est un minimum (11, ß), les deux segments sont egaux et tous les 
deux a angle obtus; leur somme est donc plus grande que l’aire du cercle M.. 

ß) Si lon ac<(ra, le maximum principal est le seul possible; il 
a lieu quand les deux segments sont egaux et a angle aigu. 

Dans les deux cas les maxima limites (II) ne changent pas. 

2°. Silon ad=0, ß et dB deviennent egalement nuls, tandis que 
3, est la circonference du cercle entier, et bß, est laire de ce cercle. 

Dans ce cas le maximum principal n'est done qu’un seul segment a« 
ou aa,, et le cercle N dans lequel la somme «+P, (=«+ «,) devient 
un minimum =, (11) est doue de la propriete particuliere: que la somme 
des tangentes AD et BD, menees aux extremites de la corde a et se cou- 
pant en D, est eyale a a+P,, cest-a-dire qwelle est egale a la somme 
du petit urc a et de la circonference du cerele entier ß,. Le minimum 7; 
de la somme «+, qui a lieu pour le cercle M dont a est le diametre, 
est alors egal a ra. 

«) Sie, <e, et en meme temps > (ll, C), les deux cercles 
N, et N, ont lieu, et comme nous avons vu que au-+b5ß, (ciest-a-dire la 
somme du segment aa et du cercle entier N,) est un maximum dans le 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft 2. 18 














134 11. Steiner, sur le maximum et le minimum des figures. 


premier, ad, + 5ß, est un minimum dans le second, et lon aN,>N et 
N, <N (i,C). 

ß) Quand on a n<c, M, au lieu de N, est le cercle dans lequel 
ad, + 5ß, devient un minimum. 

On peut @noncer ainsi les deux theoremes («) et (ß): 

S: lon mene une corde AB=a dans un cercle quelconque ß,, et 
sı lon tire par ces extremites les tangentes AD et BD, la somme des aires 
du cercle entier et du segment a angle aigu est un mazımum ou un mi- 
nimum, selon que la somme de ces tangentes est plus petile ou plus grande 
que la somme de la circonference entiere et du petit arc, c’est-a- dire 
selon quWon a 


AD+BDSP,+o; 

il est bien entendu quicı Üarc «a et le cercle 2, peuvent changer et avoir 
des rayons differents quelconques, pourvu que la corde a reste constante 
et que la somme a-+ß, sort toujours egale a c. 

La somme aa, +-dß, est de m&eme un minimum dans tous les cas. 

IV. Les corollaires suivants decoulent des theoremes precedents: 

1°. Un segment a angle aigu dB est plus grand que le secteur CYy 
dans le meme cercle CE si l’arc du secteur est egal au double de la diffe- 
rence entre l'arc et la corde du segment, d’est-a-dire si y=2(ß—b). — 
Ce theoreme est du reste pareillement applicable aux segments qui sur- 
passent le demi-cercle jusqu’a un certain segment a angle obtus qui est 
preeisement egal au secteur, et au-dela duquel le secteur devient plus 
grand que le segment. — De meme la difference entre les aires du cercle 
et du polygone convexe inscrit est plus grande qu’un secteur dont l’arc est 
egal a deux fois la difference entre les perimetres de ces figures, si toute- 
fois le centre CE du cercle n’est pas en dehors du polygone. De meme la 
difference de deux segments a angles aigus d5u—bPß, ayant la meme corde 
b, est plus grande quun secteur C’y du plus petit des deux cercles, si l’on 
ay=2(—Pß). #% 

2°. Si trois segments de cercles au, aß et a’, sont places du meme 
cöte de leur corde commune 4, et que leurs arcs soient lies par l'equation 
2ß=u+Y, les aires des lunules «ß et ßy sont liees par les relations 
suivantes: 


(1) Si B<r, ona aß>Py; 
(2) Si P>r, ona apß<Pßy. 
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53. Les conditions restant les memes que dans le theoreic (52,1), 
sauf que la somme s—=a-+b est donnee au lieu des bases a et b, la 
somme S des deux segments aa et bß est d’autant plus petite que la dif- 
ference entre a et h est plus pelite, de maniere que la somme S est un 
minimum mazximorum, lorsquon aa=b=!s, et que cette somme devient 
la plus grande possible ou un maximum limite, lorsque, par exemple, on 
aa=setb=0; alors cest le,segment au qui est ce maximum, tandis 
que bß est nul. 

Demonstration. Prenons a et b de grandeurs quelconques, mais dif- 
ferentes; soit pour fixer les idees «>5 (fig. 14), et admettons que les 
segments as et 5P, dont la somme represente dans ce cas le maximum 
principal, appartiennent a un m&me cercle, et que leurs cordes AC et BC, 
c’est-a-dire a et db, aient une extremite CE commune. Soit en outre a, +, 
=a+b=s, et de plus  —b, <a—db; on aura d’abord le triangle 
ACB>AUCB (3). Imaginons les segments de cercle a,o, et d,ß,, con- 
struits sur les bases a, et d,, dont la somme est le maxımum dans ce cas: 
les trois arcs a,, ß, et y forment une figure plus petite que le cercle iso- 
perimetre aßYy, et puisque cette figure est composce des segments «a,4,, 
b,ßı, ey et du triangle AC,B, il faut que 4a,+d,ß, soit plus petit que 
aca+bR. 

54. KEtant donnees les droites a, b,c,d, ...., bases dun nombre 
quelconque de figures aa, bß, c'y, dö, ...., et la somme s=a+tß+Y 
+0, ...., des lignes a, Ps, Ys 05 »..., qui completent leurs perimeltres, la 
somme de leurs aires ne peut elre un maximum que quand ces figures 
sont toutes des segments de cercles egaux; ıl faut en outre, pour le maxi- 
mum principal, que le segment ayant la plus grande base puisse seul etre 
a angle obtus. 

Ce theoreme decoule du precedent (52, I). 

On peut se demander sil ny a pas plusieurs cas dans lesquels les 
figures satisfassent aux conditions du theoreme, qui consistent en ce que 
ces figures soient des segments de m&me cercle, et quaucune d’elles ou 
que celle seulement qui a la plus grande corde soit a angle obtus; et si 
dans chacun de ces cas la somme des aires est un mazrimum ? 

Soit a la plus grande des bases, et M le plus petit cercle que nous 
puissions considerer, c’est-a-dire soit M le cercle qui a cette base .« pour 
diametre: inscerivons dans ce cercle les autres bases db, ce, d, ...., comme 
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cordes; appelons ß, Y, Ö, .... les plus petits arcs qui leur correspondent 
et «, a, les arcs correspondants a a (a, deviendra le plus grand are, quand 
nous ferons croitre dans la suite le cercle); trois relations sont alors pos- 
sibles: on a 

(1) au+ß+Yytit...<e, 
ou (2) atHßtytit...=0o, 
ou (3) at-ß+Yytö+.... > oe. 

I. Dans la premiere hypothese faisons croitre le cercle M et pre- 
nons «, au Jieu de «; on parviendra toujours a un cercle M, dans leqnel 
on aura 

4tßtytit... = eo; 
car, suppose meme que la somme ß+Y-+ö-+..... decroisse au commence- 
ment plus que larc «, ne croit, linverse devra pourtant arriver plus tard, 
puisque a, peut grandir jusqu’a Finfini, tandis que B+yti+..., ne peut 
diminuer jusqu’a la limite d6+c-+d-+.... La somme pourra done toujours 
atteindre la grandeur donnee co; mais il est clair quil n’y a qu/une seule 
maniere de remplir la condition. 

II. Dans le second cas (2) le cercle M lui-meme satisfait, et si «, 
augmente au commencement moins rapidement que la somme B+y+d-+...., 
ne diminue, lon parvient en outre, comme ci-dessus (1), a un cercle M, 
dans lequel on a 

u tß+Yytöt...= oc. 

Il. Dans le troisieme cas on obtient d’abord, en faisant croitre le 

cercle M, un cercle M,, dans lequel on a 

atß-yto+t.... =0(0, 

car tous ces arcs, &, ß, Y, »..., diminuent. Si en outre z, augmente au 
commencement moins rapidement que la somme B+-Yy-+ö+...., ne di- 
minue, de maniere que la somme u +ß+Yy-+...., soit d’abord decrois- 
sante, il faut quil y ait un certain cercle M,,, dans lequel cette somme 
devient uu minimum =o,, et au-dela duquel elle commence a croitre in- 
definiment, puisque lare «, n’a pas de limite. Donc, si o, est plus petit que o, 
il doit y avoir entre M et M,, un cercle M,, dans lequel „+-ß-+Yy+ ...., 
est egal a o, et, le cercle augmentant continuellement, on trouvera encore, 
apres avoir depasse M,„, un cercle M, dans lequel on aura utß+Yy+ ...= oc. 

Les differents cercles que nous venons de signaler oflrent les pro- 
prietes suivantes: 
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a) Dans tous les cercles designes par M,, la somme des segments 
Ady, dB, CY, ...., est un maximum; de m&eme la somme aa +bß-+cy+... 
est un maximum dans le cercle M,. 

b) Dans le cercle M, la somme a, +dß -+cy+.... est un minimum. 


Si dans le cas III, o, est egal a ro, les cercles M, et M, se con- 
fondent avec le cercle M,„, qui ne. peut en consequence oflrir ni un mini- 
mum, ni un maximum. 

Il reste a examiner lequel -des deux maxima (III), qui ont lieu en 
meme temps dans les cercles M, et M,, est les plus grand ou le maxi- 
mum principal. 

Remarque. Le theoreme precedent peut servir entre autres a re- 
soudre le probleme suivant: 

Entourer un polygone convexe donne avec un fil flexible de lon- 
queur aussi donnee 0, de maniere quil passe par tous les sommets des 
angles de ce polygone et qu'il comprenne un espace maximum. 


A T'egard des figures spheriques, on peut @noncer le probleme de 
la maniere suivante: 

Un certain nombre de points fixes etant donnes sur la limite dun 
pays, et le perimetre etant aussi donne, determiner les frontieres de ma- 
niere que l’aire comprise soil un maximum. 


55. 8: Ton suppose que les figures du theoreme precedent soient 
des segmenis de cercle et quils puissent ötre indistinctement plus grands 
ou plus petits que le cercle entier, leur somme, les autres conditions re- 
stant les memes, est un maximum ou un minimum, aussi souvent que leurs 
arcs ont le meme rayon. 


On verra aisement que le nombre de cas dans lesquels ces condi- 
tions peuvent e€tre satisfailes est (res grand, et m&eme encore, quand on 
exclut les segments plus grands que le cercle, et que l’on peut seulement 
prendre le plus grand ou le plus petit segment correspondant a chaque corde. 
Pour recomnaitre si certains cercles sont possibles ou non, on se servira 
de cercles auxiliaires, pareils au cercles M,„, employe dans le n’ 54, III; 
ces cercles, qui doivent avoir la propriete que la somme des arcs soutendus 
par les cordes donnes a, 5, c, ...., Soit un minimum, seront lobjet d’un 
probleme preliminaire; ioutefois, pour chacune des cordes, on dira d’avance 
si l’on aura a prendre le plus grand ou le plus petit arc. Il faudra recher- 
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cher leur propriete caracteristique, qui est la suivante pour un cas {res 
particulier. 

Soient les cordes donnees egales a=b=c=...., en numbre impair 
In+1; sı on les inscrit a un cercle variable M,, et que l’on ajoute les 
plus grands arcs a, de n cordes aux pelils arcs a des autres n+1 cor- 
des, la somme totale na, + (n+1)a est un minimum, quand elle est egale 
a la somme AD+BD, des tangentes AD, BD menees aux extremites de 
l’une des cordes a. 

Un theoreme analogue a celui du n° 52, III, 2°, decoule de cette 
propriete. 

56. Lies theoremes 92 et 94 se pretent a un grand nombre d’appli- 
cations, que nous allons indiquer, les unes en peu de mots et les autres 
avec detail. 

Nous remarquerons dabord que, pour les parties de cercle les plus 
compliquces, on peut etablir des theoremes analogues a celui du n’ 52, qui 
ne se rapporte qu’a la partie de cercle la plus simple. 

Nous allons enoncer ces theor&emes sommairement, sans les discuter 
un a un. 

1. La somme des aires de deux figures F et F\,, dont le perimetre 
de chacune est compose d’un certam nombre de lignes en partie donnees, 
et en parties arbitraıres, comme dans les Iheoremes depuis n’ 21 jusqu'a 
n’ 50, et dont la somme des perimetres est donnes, ne peut ölre un maxi- 
mum que lorsque ces figures sont des parties de cercles a rayons egaux; 
ou si ces figures sont supposes elre des parties de cercle, la somme de 
leurs aires est en general un maximum ou un minimum toutes les fois 
quwelles appartiennent a des rayons egauz. 

Il est facile de verifier cetfe assertion au moyen du theoreme 52, 1. 
Pour que la somme F-+F, devienne un maximum, ces figures doivent &tre 
dabord des parties de cercle; elles contiendront done des arcs Z et ZL; 
puis si dans l'etendue de ces arcs on retranche de ces figures deux 
segments a angles aigus au et 52, et que lon suppose pour un moment 
que les cordes @ et db et Jasomme des arcs «-+ß seient donnees, la somme 
des segments au + dB doit @tre un maximum; donc les arcs « et ß, et 
consequemment aussi les arcs L et Z,, ont des rayons egaux. 

1. 82 Ton exige que les figures F et F,, dont la somme des peri- 
meires est donnee, sotent des parties de cercle seulement entre des angles 
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eirconscrils donnes (que par consequent leurs perimetres ne contiennent 
pas de cordes donnees), la somme de leurs aires est un minimum lors- 
qu'elles ont des rayons egaux. Lies deux maxima limites ont lieu quand 
une ou lautre des figures devient nulle. On pourrait chercher lequel est 
le plus grand. Quand F et F, sont des parties de cercle dans un seul 
angle circonscrit, F dans A et F\, dans B, ces limites sont isoperimetres, 
et alors F\, est plus petit que F silon aA>B. 

Ce meme theor&me (II) peut encore Eire considere, quant aux figures 
planes, comme un cas particulier du suivant: 

Ill. La somme des aires de deux figures FE et F, qui sont don- 
nees de forme, cest-a-dire qui dowvent etre semblables a deux autres 
figures donnees f et f,, et dont la somme des perimetres U+U, est don- 
nee, est un minimum quand ces aires sont proporlionnelles aux perimeltres, 
cest-a-dire quand F:F,=U:U,. 

Le theor&eme du n° 54 sert a etendre ces propositions (T etlI) a un 
nombre quelconque de parties de cercle arbitraires. 

On deduira encore immediatement des theoremes 52 et 54 la serie 
suivante de propositions, concernant des figures qui dependent d’elements 
fixes ou qui sont renfermees entre des limites fixes. 

57. I. 8: le perimetre donne U d’une figure doit passer par les 
extremites d'une droite donne AB=a (fiy. 15), et si ce perimelre est 
plus petit que la circonference du cercle, dont a est le diametre, en sorte 
que U soit plus petit que ma, Faire de la figure est un maximum lors- 
quelle est composee de deux segments de cercle egaux au et bP, con- 
struits sur la corde AB. 

Silona U=ra, ou U>ra, la condition que le perimetre passe 
par A et B, ne determine plus la forme de la figure, qui est alors un cerele. 

I. 8 le perimetre U est de longueur conslante, tandis que la 
droite a augmente ou diminue, (are diminue ou augmente en meme 
temps (33). Si a a diminue jusqu’a ce qu’on ait U= ra, Taire ne change 
plus, car la figure reste alors constamment un cercle. 

58. I. Entre toutes les figures dont les perimetres sont composes 
d’une droite @ de longueur arbitraire et d’une ligne Z de forme arbitraire, 
mais de longueur donnee, et qui doit passer par un point A place de ma- 
niere que la perpendiculaire abaissee de ce point sur la droite @ soit egale 
a une longueur donnee ?, si Z est plus petit que pr; entre toutes ces 
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figures, dis-je, la figure maxima est celle dans laquelle la ligne Z est 
composee de deux arcs de cercle egaux «a et ß qui ont leurs centres sur 
@ (57, D. — Si lon a au contraire L=pr, ou L>pr, la figure est 
toujours un demi-cercle dont Z est la demi-circonference et @ le diametre. 

ii. Liaire dune figure dont le perimetre se compose d’une droite 
donnee et fixe AB, d’une autre droite fixe @, mais de longueur arbitraire, 
et de deux lignes queleonques « et ß, dont la somme r est donnee, et qui 
joignent les deux extremites de la droite AB a des points quelconques de 
la droite @, cette aire ne peut €ire un maximum que lorsque la droite @ 
est normale aux arcs « et ß qui sont des arcs de cercle a rayons egaux. 

Sı un angle fixe @H est donne au lieu de la droite @, et si la 
droite fixe AB est comprise dans l’espace de cet angle, « et ß doivent £tre 
respeclivement normales a ses cötes @ et H, et avoir des rayons egaux. 

II. Si lon exige que le perimetre d’une figure soit compose d’une 
droite fixe @ de longueur arbitraire et d’une ligne Z donnee de longueur 
seulement, et que cette ligne Z passe par un certain nombre de points 
donnes A, B, C, ...., qui sont tous places du m&me cöte de la droite @, 
cette figure ne peut eire un maximum que lorsque toutes les parties de la 
ligne Z, soit quelles joignent deux points fixes consecutifs, soit qu’elles 
joignent le premier et le dernier point fixe aux extremites de la droite @, 
sont des arcs de cercle a rayons Eegaux (54), ei lorsque ces dernieres deux 
parties tombent normalement sur la droite @ (TI). 

Il existe un theoreme analogue pour le cas ou un angle GI est 
donne au lieu de la droite fixe @, etc. 

59. 82 le perimetre L de longueur donnee (fig. 16) doit passer 
par un point A et se terminer a une ligne G, donnee de position, et si 
lon a h<ra, ou nous designons par a la perpendiculaire AB abaissee 
de A sur G, Taire de la figure renfermee est un maxımum, lorsque L 
est compose de deux arcs de cercle a rayons egaux a et ß, qui ont la 


droite AB pour corde commune et qui par consequent coupent sous des 
angles egaux la droite G. — Silon aL=ra ou L>ra, la figure 
en question est toujours un cercle ACD, tangent a la droite G. 

60. Soient donnees de position deux droites paralleles G et H 
(fig. 17), dont la distance perpendiculaire est egale a a; sort en oulre 
donnee la longueur L du perimetre d'une figure, lequel doit etre trace 
de maniere a atteindre aux deux droites sans les depasser, et peut avoır 
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de commun avec chacune delle ou un seul point ou une partie quel- 
conque de sa longueur; laire de la figure renfermee est, selon les diffe- 
rentes longueurs du perimelre donne, un maximum quand elle a les 
formes sutvantes: 

1. Si Ton aL=ra: le cercle yyy, tangent üG et H, dont a est 
le dıametre, est un maximum; 

2. Si Ton a L<ra: le perimetre de la figure maxima_ est 
compose de deux arcs de cercle egaux a et f, qui ont la perpendiculaire 
AB=a pour corde commune, el qui coupent les droites G et H sous des 
angles egaux; 

3. Si lon a L>ra: le maximum est limite par deux demi- 
cercles a, et ß,, langents a G et Il, c’est-a-dire appartenant au diametre 
a, et par les deux droites CD et ER, parties egales de G et H. 

61. Si le perimetre d’une figure est compose d’une droite AB 
d’une longueur donnee 2b et de position fire (fig. 18), et d’une ligne 
quelconque L, donnee de longueur seulement; si lon exige en outre que 
la ligne L ne depasse jamais une droite G, parallele a la droite AB a la 
distance a, mais que toujours elle y alteigne en un point ou quelle ailt 
une cerlaine partie commune avec cette droite; la figure ainsi formee, 
pour elre un maximum, devra prendre des formes differentes selon les 
differentes longueurs de la ligne L, savoir: 

1°. Pour la plus petite valeur le L, que nous designons par ?c, 
I, se compose de deux droites egales AU et BC, et la figure est un 
triangle isoscele AUB, limite des figures en question; 

2°. Pour une certuine longueur y, L se change en un arc de cercle 
ACB, auquel la droite G est tangente en Ü; la figure est un segment 
de cercle AyCyB; 

3°. Pour une cerlaine longueur 2b+ra, L se compose de deux 
demi-cercles egaux Ö et e et de la partie DE, qui lui est commune avec 
la droite G; ces demi-cercles sont langents a la ligne G en D et en K, 
et leurs diametres, qui sont de longueur a, sont perpendiculaires aux 
deux droites donnees; la figure maxima est donc composee dans ce cas 
d’un rectangle ADEB et des deux demi-cercles AöD et BeE. 

Dans les longueurs intermediaires et au-dela de la plus grande, 
la figure se transforme de la maniere suivante: 

4. Silon ay>L>2e, la ligne arbitraire L, est composee de 
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deux arcs de cercle egaux a et f, qui coupent la droite & dans le meme 
point connu Ü et sous des anyles egaux ; 

>”. Silon ay<L<2b+ra, elle se compose de deux urcs 
de cercle egaux a, et ß, tangents «a la droite G en A, et B, et d’une 
droite A,B,, dont le milieu est sur le point fixe G; 

6. SE LD>2b+ra, la ligne L est composee de deux arcs de 
cercle a, et ß, de meme rayon et de la droite A,B,, qui est de longueur 
constante 2b, mais variable de position; les deux arcs sont tangents a la 
droite &@ en A, et B, et forment ensemble un cercle entier ; le plus grand 
des arcs peut indifferemment elre place en A ou en B. 

Dans tous ces cas il est bien facile de determiner les aires au moyen 
des valeurs donnces de a, d et L; dans le dernier cas, par exemple, laire 
de la figure est egale a 

(L—2))? 


BT, 


Il. Si la droite G a une position fire quelconque (on suppose 
qu’elle ne passe pas entre les extremiles de la droite AB), si par exemple 
elle est plus eloignee deB que de A (fig. 19), la ligne L prend les dif- 
ferentes formes suivantes pour que la figure renfermee soit un maximum 
dans chaque cas. 

Pour sa limite minima la ligne L est composee de deux droites 
AC et BC qui coupent la droite & dans le möme point C et sous des 
angles egaux et dont la somme est moindre que la somme des deux 
droites qui joignent tout autre point de la droite & avec les points A 
et B; quand on a L>AC+HBU, elle est formee par deux arcs de 
cercle a et & de meme rayon r, qui coupent la droite & dans le meme 
point D (place entre C et E) et sous le meme angle D; siL, continue de 
croitre, le point D se meut de Ü vers E, tandis que le rayon r et langle® 
diminuent; quand la ligne ll, a atteint une cerlaine lonqueur &, elle n'est 
plus quwun seul arc de cercle AeEeB, tangent en E a la droite G, et 
Vangle ® est nul; OD reste nul pendant lacroissement ulterieur de L, et 
des-lors la ligne L est composee de deux arcs de cercle «, et ß, de 
meme rayon r, qui sont tangents ä la droite & en A, et B,, et de la 
droite A,B,; ces deux points A, et B, s’eloignent d’abord du point E, 
en sapprochunt respectivement des points C et F, tandis que le rayon r 
decroit; chacun des arcs a, et ßı est plus petit que la demi-circonfe- 
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rence; enfin on arrive au point ou larc ß, devient une demi- circonfe- 
rence, decrite sur le diametre BF, qui est la perpendiculaire abaissee du 
point B sur la droite G; la le rayon v est un minimum, le point B, 
tombe en F' et le point A, atleint sa distance maxima au point E dans 
la direction EC; si L continue de croitre, Varc ß, devient de plus en 
plus grand et a, de plus en plus petit par rapport a la demi- circonfe- 
rence correspondante, le point A, marche des lors dans le möeme sens 
que B,, et le rayon r et la partie droite A,B, croissent indefiniment. 

62. Si lon doit construire une figure F de perimetre donne sous 
la condition quelle ait avec chacun des cötes d’un polygone donne P, ou 
un point commun ou une parlie commune; pour que laire de la figure 
inscrile soit un maximum, il faut que toutes les parties de son perimetre, 
qui joignent deux cöles consecutifs du polygone P, soient des arcs de 
cercles egaux, et que les deux arcs qui coupent un meme cöle du poly- 
gone P forment avec lui des angles egaux qui seront nuls, quand le cöte 
respectif a une cerlaine partie commune avec le perimetre de la figure F, 
ou quand les deux arcs ont le meme centre (61,11). 

63. I. Quand on fait varier le perimetre de la figure F' inscrite, 
tandis que le polygone P reste le meme, il est difficile de determiner d’une 
maniere generale les limites de ce perimetre et la forme correspondante de 
la figure F, prineipalement si Ton admet que P puisse €@tre un polygone 
quelconque. La diffieulte reste la möme quand on ne designe par P que 
des polygones convexes, et quand on suppose en meme temps que la 
figure E' soit comprise dans leurs espaces interieurs; car il y a des cas 
ou cette condition est contraire a la nature du probleme. On sait bien que 
le perimetre de la figure F aura alors une limite superieure, qui est le pe- 
rimetre du polygone P lui-meme; mais la forme de sa limite inferieure, du 
minimum du perimetre de F', depenud des proprietes du polygone P. Il y 
a pourtant certains cas dans lesquels la figure se transforme a cette limite 
en un polygone rectiligne F\, inserit au polygone P, et du meme nombre de 
cötes. Les cötes du polygone F', peuvent etre consideres comme des arcs 
de cercle d’un rayon infini, et chacun des cötes du polygone P doit for- 
mer des angles egaux avec les deux cötes du polygone F', qui le coupent. 
C'est en consequence de cette propriet@ que le perimetre du polygone F', 
est un minimum entre ceux de tous les polygones inscrits au polygone 
donne P (ou, comme on le verra dans la suite, qu’il est du moins un des 
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polygones a perimetre minimum). Il reste a voir si reciproquement un po- 
Iygone inserit F,, qui remplit la condition que ses augles exterieurs soient 
divises en deux parties &gales par les cötes du polygone P, peut toujours 
etre considere comme limite de la figure F. Pour cela, il faut savoir sil 
est toujours possible d’inscrire a chaque polygone P donne un autre poly- 
gone F, qui ait cette propriete; ou bien si le polygone P doit repondre & 
certaines conditions pour que cela soit possible; et enfin, quand F\, est in- 
scriptible, s’il presente vraiment la limite de la figure F'. 

On se convaincra facilement que, dans certains cas, le polygone 7, 
doue des proprietes exigees, existe; car on n’a qu’a le supposer donne, et 
lon aura de suite le polygone correspondant P, puisque les droites qui 
partagent les angles exterieurs du polygone F, en deux parties egales sont 
les cötes du polygone P. 

On repond & toutes ces questions au moyen des considerations 
suivantes. 

Il. Supposons que le polygone F'\, soit inscrit au polygone P comme 
on lexige; designons les angles consecutifs de celui-ci par A,, A,, 4;, -.. 
0.5 Am, et les angles du polygone F\, par a,, @;, @;, ...., @,, en nom- 
mant a, Yangle dont le sommet est sur le cöte A,A,, a, celui qui est sur 
le eöte A,A,, etc. On aura alors 


2A, =a.„+a, 
24,=a +@, 
(4) 2A,=a, +a, 


2A. =a._N‘ + 4, 

On tire de ces Eequations les consequences ‘suivantes: 

1°. Si le nombre m des cötes des polygones est impair et =In+1, 
les angles du polygone F', sont immedialtement determines par les angles 
du polygone donne P; car chacun des angles de F, est egal a la diffe- 
rence entre la somme des angles a indice impair et la somme des angles 
ü indice pair du polygone P, en comptant chaque fois les angles de ma- 
niere que des deux angles de P, voisins de langle cherche, Tun soit le 
premier, lautre le dernier; en sorte que lon a, par exemple. 

B) a.= (A, +A; +... + An) —(A+A te. + An) 

2°. Si au contraire le nombre des cötes est pair, selon am=?n 

les angles du polygone F', ne sont pas delermines comme dans le premier, 
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cas; mais ceux du polygone P sont assujelis d une certaine condition, de 
maniere que celw-ci ne peut etre un polygone quelconque. Celle con- 
dition consiste en ce que la somme des angles pairs doil etre egale a celle 
des angles impairs; on aura done 

(©) A, tA;+..+Aan-ı = A +A, +... +A,,. 

Dans le premier cas (1°) le polygone F', est toujours possible et 
absolument determine, sans que le polygone P soit assujeti a aucune con- 
dition; mais, vu la restriction cö-dessus (1), il cesse de representer la 
limite de la figure F\, des qu’un de ses angles devient negatif, ce qui peut 
facilement arriver, comme on le voit par la forme de l'equation (BD). 

Mais dans le second cas (2°), si les angles des P remplissent la 
condition (EC), le polygone F\, n’est pas encore entierement determine, car 
une infinit@ de polygones /, restent possibles, lesquels sont tous inscrits au 
polygone P sous la condition donnee et avec un perimetre minimum, d'est- 
a-dire quils ont tous des perimetres egaux et plus petits que ceux de tout 
autre polygone inserit au polygone P. Parmi tous ces polygones fi se 
trouvera aussi le polygone F\, limite de la ügure F\, et ce ne peut @fre 
que celui d’entre eux dont laire est un maximum. 

Les raisonnements suivants serviront a faire voir comment on trou- 
vera le polygone F', dans les deux cas, ou les polygones fi daus le der- 
nier cas, en me&me temps quils montreront leurs proprietes d’un nouveau 
point de vue. 

II. A. Soit donne un polygone P d’un nombre impair 2n +1 de 
cötes. D’un point quelconque «, pris sur le premier cöte A,A,, faisons 
partir un rayon de lumiere sous un angle arbitraire «; supposons qu'il su- 
bisse sur le second cöte ou une reflexion ou une refraction telle que le 
rayon refracie se propage suivant la m@me droite que le rayon reflechi, 
mais en sens contraire; la m&me chose se reproduira sur le troisieme, sur 
le quatrieme cöte, etc., jusqu’a ce que le rayon soit enfin rejet@ du dernier 
cöte sur un point 5 du premier, avec lequel il formera l’angle ß. Prenons 
maintenant ce point d pour point de depart, le rayon sera encore reflechi 
ou refracte dans le point 5 m&me, ensuite sur tous les autres cötes, et il 
reviendra pour la seconde fois sur le cötes A,A,, qu'il rencontrera daus 
le point c, et sous un angle y. Alors les relations suivantes ont lieu: 

1°. On a towjours y=au; 

2°. Ss le point de depart a change arbitrairement de position sur 
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le cöle X,A,, landıs que Tangle a reste constant, la droite ac et le che- 
min parcouru ne changent pas de longueur; pour cela il fuut qu'on prenne 
toutes les parties du chemin avec le signe +, si le rayon a eie reflechi 
sur tous les cöles; mais sil a aussi ele refracte, on dunnera des signes 
contraires aux parlies du chemin parcourues avant et apres la refraction: 
les parlies du chemin doivent donc changer de signe apres chaque refraction. 

3°. Pour chaque angle donne «a, il y a une position du point de 
depart a, telle que le point b coincide avec lui; et, reciproquement pour 
chaque posilion du point a, on peut delerminer lungle a, de maniere que 
le point b tombe en a. 

4°. Il ewiste toujours une seule grandeur de langle a, pour la- 
quelle on ac=0, c’est-a-dire pour laquelle le point de retour c coincide 
avec le point de depart a, quelle que soil la position de celui-ci sur la 
droife A, A,; le chemin du rayon est alors un polygone f, de 4n-+2 cötes 
inserit au polygone P, de maniere quil y fasse deux tours et quil y ait 
deux sommets d’angles sur chacun des cötes de celui-ci. Dans ce cas 
Tangle ß est egal a a; le rayon reltourne donc apres le premier circuit 
sous le meme angle, sur le premier cöte sous lequel il en est parti; les 
cötes de chacun des polygones f, sont dont paralleles deux a deux. Le 
perimetre du polygone f, est constant, si Ton a egard au sens du rayon 
(2°). Les sommels des angles a et b sont toujours egalement eloignes d’un 
point five m sur le cöle A,A,, de sorte qu'on a toujours am=bm, ei 
la meme chose a beu sur lous les cötes du polygone P; donc si Ton met 
a en m, b y tombe aussi; le rayon revient done sur son chemin apres 
n’avoir deerit qu'un seul tour qui est le polygone F, de ?n-+1 cöfes; on 
peut donc considerer le double de celui-ci comme un des polygones de- 
signes par f,: ce polygone special est justement le polygone F', dont nous 
avons parle ci-dessus (ll); le double de son aire est en meme lemps un 
maximum entre les aires des polygones f,. 

B. Soit donne un polygone P d’un nombre pair In de cötes. Sup- 
posons que d’un point a, pris sur le premier cöl&e A,A,, parte un rayon 
de lumiere sous un angle arbitraire &, quil se meuve comme ci-dessus, et 
qu’apres un premier {our il retombe sous un angle ß sur un point 5 du 
meme eöte A, A,, etc. Alors ont lieu les lois suivantes: 

1°. On a lowours 


a—B = (A +A; +... +An )—(A+A, +... +A, = u 
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2°. Si la difference u est commensurable avec m, le rayon de lu- 
miere relournera sur le premier cole apres un certain nombre de tours 
sous le meme angle qu'il en etait parti au commencement; sil y arrive 
donc dans le point t et sous Tangle 7, on aura r=u; si a reste constant 
tandis que le point a change de position, le chemin du rayon et la droite 
at restent aussi constants, etc. 

3. Soil u=0, cest-a-dire soit la somme des angles puirs du 
polygone P egale a la somme de ses angles impuirs; alors on a B= u, 
c’est-a-dire que le rayon revient deja apres un seul tour rencontrer le 
premier cölte sous le meme angle sous lequel il est parti. Si le point a 
change de position, sans que la grandeur de Tangle «a varie, le chemin 
du rayon et la distance des deux points a et b restent conslants. Quelle 
que soil la position du point a, el y a toujours un angle correspondant «a, 
qui fait que b tombe sur a; le rayon decrit donc toujours un polygone f, 
du meıne nombre de cötes et du meme perimetre, qui est inscrit au poly- 
gone donne P: parmi ces polygones f, qu’on peut obtenir ainsi, se trouve 
celut que nous avons designe ci-dessus (11) par F, et qwi est la limite 
de la figure E; dest celui d’entre eux dont laire est un maximum et qui 
Jjouit en möme temps de la propriete que la somme de ses cöles pairs 
est egale a la somme des cötes impairs; par-la le polygone F, 
est parfaitement determine. 

C. Remarquons d’abord que le premier theoreme (A), qui se rap- 
porte aux polygones a nombre de cöles impair, peut etre considere comme 
un cas special du second theoreme (B, 3°); car puisqu’on est oblige de 
faire deux tours dans ces polygones (A), cela revient parfaitement au m&me 
que si le polygone P etait du nombre double 4n +? de cötes et qu’on ne 
fit qu’un seul tour; on satisferait toujours A la condition v=0. La con- 
struction suivante est done indistinetement applicable aux polygones fi et 
f;; elle decoule des proprictes suivantes: 

1°. Les cötes homologues des polygones fi sont paralleles eutre 
eux (a cause de l’angle constant «); 

2°. Quand la position d’un queleonque des cötes est donnee, celle 
des autres cöles-se trouve aussi determinde: done le polygone entier est 
connu dans ce cas; 

3°. Le premier cöt& a,a, de lun des polygones fi, dont les deux 
exiremites a, et a, se trouvent sur les premiers deux cötes A,A, et 4,4. 
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du polygone P, peut passer par un point quelconque donn& p,; on {rouvera 
ce cöte «de la maniere suivanlte: 

„Du point donne p, on abaissera une perpendiculaire p,g, sur le 
„second cöle A,A, du polygone P, et on prendra sur son prolongement 
„un point p, tel que l’on ait 9,9, = pıg,.; du point p, on abaissera de möme 
„une perpendiculaire 9,9, sur le troisieme cöte A,A,, et on prendra sur 
„son prolongement le point p; tel que 9,9% = p,9,; on repetera la m&me 
„operation sur tous les cötes du polygone P, jusqu’a ce que l’on parvienne 
„au point 2,4, moyennant Ja perpendiculaire abaissee du point p,„ sur le 
„premier cöte A,A,; ce point (P,„4.) se trouve sur le cöte demande a,a, 
„ou sur son prolongement; ce cöte est done parfaitement determine par la 
„position connue des deux points p, et Parıe 

On construira done dans les deux cas, d’abord un quelconque des 
polygones f, ou f;, et Von en deduira facilement le polygone special F\. 

Il y a encore une aufre construction qui s’applique seulement aux 
polygones f5 dun nombre de cötes impair, car dans ceux-ci on peut trou- 
ver immediatement langle « au moyen des angles du polygone donne P 
(ll, 1°). 

64. Il ne sera pas inulile de considerer encore les cas speciaux 
sulvanis. 

I. Si le polygone donne P (63, II, B, 3°) est un quadrilatere ABCD, 
il faut quiil soit inscriptible a un cercle (parce uonaA+C=B+D). 
On trouvera les quadrilateres inscrits fi de perimetre minimum au moyen 
d’un autre procede plus simple que le precedent; on construira d’abord le 
quadrilatere special F,, limite de la figure F, et qui a laire maxima de la 
maniere suivante: 

„Dans le quadrilatere ABCD tirez les diagonales AC et BD; de 
„leur point dintersection E abaissez sur les cöles du quadrilatere les per- 
„pendiculaires Ka, Eb, Ec et Ed; les points a, db, c, d sont les sommets 
„des angles du quadrilatere cherche F,.” 

I,e quadrilatere abed ou F\, est circonseriplible a un cercle qui a 
son centre en E. 

Pour obtenir les aufres quadrilateres fi ou a,d,c,d,, on prend un 


point arbitraire a, et l’on fait les cötes a,b, b,c,, etc., paralleles aux cötes 
homologues ab, bc, ete., du quadrilatere abcd. 
Il. Si le polygone donne P (n’ 62) est un triangle ABC, et si 
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la figure inscrile F' doit Etre comprise dans son espace interieur, le peri- 
metre L de la figure F' aura les formes et les limites suivantes: 

1°. Pour une certaine longueur a de L, la figure est le cercle 
inscrit au triangle ; 

2°. Si luon a L>a, ce perimetre est compose de trois purties 
des cötes du triangle et de trois arcs de cercle du meme rayon, dont 
chacun a pour tangentes deux cötes du triangle ; 

3. Silon al<-a, le perimetre est compose de trois arcs de 
cercle de rayons egaux, qui forment un triangle curviligne aß’, inscrit 
au Triangle ABC; chacun des cötes de celui-ci est coupe sous des angles 
egaux par les deux cötes adjacents du triangle inscirt; les droites qui 
partagent les trois angles du triangle aBy en deux parties egales, se 
rencontrent en un seul point D. Si le triangle donne ABC est a angles 
aigus, la limite inferieure de aß ou F', que nous avons designee par 
F, (63), est le triangle rectiligne abe, que lon obtient en joignant les 
pieds des perpendiculaires abaissees des sommets du triangle ABC sur 
les cötes opposes. Le triangle abe a donc le perimetre minimum entre 
tous les triangles inscrits au triangle donne ABC; les droites qui par- 
tagent ses angles en deux parties egales, sont en meme temps ces per- 
pendiculaires desquelles nous venons de parler et qui se cowpent en D; 
ses angles exterieurs sont partages en deux moities par les cötes du 
triangle ABC. 

Remarque. Ces theoremes se rapporient egalement aux triangles 
plans et spheriques. Mais ce serait lobjet d’une recherche particuliere de 
voir si les theoremes concernant le quadrilatere ABCD (I) et les poly- 
gones P, fı et f} (63) peuvent aussi Etre transportes aux figures spheriques 
ou sil faudra y apporter certaines modifications; car il est clair qu’'un po- 
Iygone F\, & perimetre minimum et qui est la limite de la figure F\, existe 
aussi sur la sphere, et que l’on obtiendra le polygone P par la construction 
donnee ci-dessus (63, 1) si le polygone F\, est donnee. 

65. Jusqu’ici nous avons suppose que tous les cötes du polygone 
P soient des droites donnees; mais on pourrait employer de m&me un po- 
Iygone curviligne ou une courbe quelconque P,. Le theoreme parait alors 
etre plus general, mais pourtant il n'est qu’une consequence du theoreme 
precedent; c’est pourquoi les propriet@s principales de la figure F' restent 
les memes. 
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Pour que la figure F' soit done un maximum, les conditions suivantes 
doivent etre remplies; il faut: 

1) Que toutes les parties du perimetre qui joignent des cötes 
courbes consecutifs de P, soient des arcs de cercles egaus ; 

2) Que les deux arcs qui rencontrent un meme cöte de P,, le 
coupent dans le meme point et sous des angles egaux, ou quils lui soient 
tangents en deux points differents. 

Ce theoreme ne s’applique pas seulement aux figures situees dans 
un plan ou sur une sphere, mais il a lieu quelle que soit la surface courbe 
sur laquelle elle se trouve. *) 

Voiei l’enonce de ce theoreme general: 

„Un nombre arbitraire de courbes ou un polygone curviligne P, 
‚„etant donne sur une surface courbe 8 quelconque, on doit lui inscrire 
„une figure E' de perimetre donne, qui ait avec chacun des cötes deP\,, 
„ou un point ou une partie commune, et dont laire soit un maximum; 
„elle aura les proprietes caracteristiques suivantes: 

„1°. Si Von mene la surface developpable, tangente a la sur- 
„face S, swivant une de ces parties du perimetre de la figure F', qui 
‚„joignent deux cötes consecutifs de P,, et si on la developpe ensuite, il 
„faut que cette partie donne un arc de cercle; 

„2. Tous les arcs de cercle que l’on obtient de cette maniere 
„seront de meme rayon ; | 

„3°. Enfin, les deux lignes qui font partie du perimetre de F, et 
„qui rencontrent un meme cöte de P,, doivent, ou le couper dans le 
„meme point et sous des angles egaux, on lui elre tangents en deux 
„points differents.” 


66. La figure F pourra toujours se transformer a sa limite en un 
polygone F\,, dont les cötes sont les lignes les plus courtes sur la surface 
S et qui donnent des droites par le developpement; le perimetre de ce 
polygone F, est en m@me temps un maximum ou un minimum entre ceux 
de tous les polygones que l’on peut inscrire au polygone P, avec les lignes 
les plus courtes. Il parait möme qu'en general, si reciproquement le peri- 


——— m 001.00 


*) Jai deja fait connaitre ce th&oreme dans une autre occasion. Voyez les 
Comptes rendus de l’Academie des Sciences de Berlin, avril 1839; et le journal 
PInstitut, annee 1839. 
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meire d’an polygone F\,, inserit au polygone P, avec les lignes les plus 
courtes, est un maximum ou un minimum, ce polygone est la limite de la 
figure F. Mais le cas special suivant fait en quelques sorte une exception 
a cette regle. 

Si Ion designe par P, un systeme de »» courbes ou un polygone 
curviligne de m cötes, situe dans un plan, #', sera un polygone rectiligne. 
Mettons dans les sommets de tous les angles de F', des tangentes ä ces 
courbes; elles formeront un polygone P, qui sera avec le polygone F, dans 
la relation du n° 63. Car le polygoue FF, est aussi la limite de la figure 
FE' iuserite a ce polygone P; done son perimetire est un minimum entre 
ceux de tous les polygones inscrits a P; ses angles exterieurs sont diviscs 
en deux parties egales par les cötes de P; et enfin si le nombre des cötes 
est pair, si lon am =?n, la somme des angles a indices pairs du poly- 
gone P doit Etre egale a la somme de ses angles a indices impairs. Dans 
ce cas, la somme des cöles a indices pairs du polygone F), doit aussi @tre 
egale a la somme de ses cötes a indices impairs (63, Il, B, 3°). Done 
un polygone f, & perimeire minimum, inscrit au polygone courbe P, de 
In cötes, n'est pas necessairement la limite de la figure F'; pour cela il 
faut encore que la somme de ses cöles pairs soit egale a la somme des 
cötes impairs. 

Ceite exception n’a pas lieu si m est impair ou silona m—=2n-1; 
pour ce cas nous avons le th&eoreme special suivant: 

Si les sommets des angles d'un triangle abe (ou F',) sont respec- 
tivement sur trois courbes donnees A, B,Ü (ou P,), il faut, pour que 
son perimetre soil un maximum ou un minimum, que les normales ä ces 
courbes, menees par les sommets des trois angles du triangle, divisent 
ces angles en deux parties egales; elles se rencontreront donc en un 
seul point; ou bien la normale dans chaque sommet doit rencontrer en 
un möme point les tangentes dans les autres sommets. 

Ce theoreme s’applique a la sphere d’une maniere analogue. 

67. On peut encore varier de plusieurs manieres les donnees pour 
les figures comprises dans un plan. Par exemple, soit donnee une seule 
courbe P,, au lieu des m courbes du cas precedent; on demande quelle 
est la figure F'; ou quel est le polygone rectiligne f,, inscriptible. sous les 
ınemes conditions. On aura alors le theoreme suivant, relatif au polygone f;: 

Entre tous les polygones rectilignes de m cöles,* qui peuvent etre 

20 * 
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inscrits & une courbe donnee P,, celui seulement dont les angles sont 
divises en deux parties egales par les normales de la courbe, peut avoir 
un perimetre maximum ou minimum. — En particulier on pourra s’exercer 
sur le probleme suivant: P, efant une ellipse donnee, trouver le polygone f, , 
dont le perimetre est un maximum ? 

68. Le maximum ou le minimum d’aire d’un polygone rectiligne p 
inscrit au polygone curviligne P, est assujeti a la condition suivante: 

Pour que laire d’un polygone rectiligne p de m cötes, qui est in- 
scrit a un polygone donne curviligne de m cötes (ou a une seule courbe) 
P,, sol un maximum ou un minimum, il faut que la tangente, en chacun 
des sommets, soit parallele a la diagonale qui joint les angles voisins. 

Il y a un theoreme analogue pour les m&mes figures, iracees sur 
la sphere. 

On sait que la courbe donnee P, etant une ellipse, il y a une in- 
finite de polygones p qui satisfont a la condition, et qui ont done tous une 
meme aire maxima. 

Remarque. On pourra s’exercer a chercher les conditions que les 
polygones circonscrits au polygone curviligne donne doivent remplir pour 
avoir une aire ou un perimetre maximum Ou minimum. 
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12. 


Sur le mouvement des fluides. 
(Par Mr. A. F. Svanbery & Stockholm. ) 


(Presente & l’Academie des sciences de Stockholm 13 Nov. 1839. ) 





Je vais considerer dans ce memoire le cas du mouvement des 
fluides, ou tout est symetrique autour d’un axe donne quelconque. En eflet 
il est aise de prevoir, que la consideration de ce cas devra simplifier les 
equations, d’ou dependent les lois du mouvement en general; et puisque de 
plus on le rencontre tres souveut dans la nature, il parait pour cela mene 
meriter lattention particuliere des geometres. Quand par exemple un liquide 
secoule par une orifice eirculaire pratiguee au milieu du fond d’un vase, 
dont la paroi est une surface quelconque de revolution avec un axe ver- 
tical, et qu’a leetat initial tout a et& symetrique autour de cet axe, il devra 
aussi continuer de l’&tre pendant toute la durce de mouvement. Dans les 
tournans d’eau et dans les tourbillons la nature en fournit aussi d’exemples. 
Si pour les inconnues de la question on choisit outre la pression et la 
densite, qui pour les fluides elastiques est variable, 1” la vitesse d’une 
molecule parallelement a laxe, 2" la vitesse, avec laquelle elle s’approche 
ou s’eloigne de laxe, 3" sa vitesse de rotation autour de laxe, l’analyse 
nous donnera une loi bien remarquable, quaut & cette derniere, dont voici 
l’enonce: sö Ton sul une molecule quelconque dans la courbe, quelle de- 
erit pendant son mouvement, sa vitesse de rolation sera toujours en rai- 
son inverse des carres de ses distances a lazxe. 

Je suppose connues les suivantes formules fondamentales pour le 


mouvement des fluides: 


1 du du du du 
l. eo rt wir. end an 
1 dp dv r 
2. "dy ” . r# Ar +0Z et A Y, 


e 
‚ 1 dp dw dw = D dw v 
a © a re Es, I 


A. se er en un _ = ö. 


"Az 
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ou l’on a employe les notatios suivantes: 
x, ’, % pour les coordonnees orthogonales d’une molecule quelconque 
de la masse fluide au bout du temps ?, 
u, v, w les composantes paralleles aux axes coordonnes z, y, x de la 
vitesse, dont la molecule est anim&e au bout du temps ?, ou bien 
dx dy dz 


>. a. i--- 


dt’ > u; © 
X, Y, Z les composantes paralleles aux axes des x, y, z de la force 
acceleratrice, qui agit sur la molecule a ce m&me instant, p la pres- 
sion et go la densite. 

2. Supposons maintenant, que pendant le mouvement tout soit sy- 
metrique autour de laxe des 2, et que pour cela nous appellerons Fare 
du mouvement. Si au lieu des x et y on introduit les coordonnees po- 
laires » et #, de maniere qu'on ait 

6. z=rcosd, y=rsind, 
et quon appelle u la vitesse avec laquelle la molecule s’eloigne de l’axe, 
et y sa vitesse de rotation autour de lui, on aura 

dr do 
Fe u NO 
La differentiation des formules (6) donnera 
| 8. u = 4c0sd— yr sind, — usind + yr cosb. 

Mais puisque nous avons suppose, que pendant le mouvement tout 
soit symetrique aulour de l’axe des 2, il faut que u, Y, w, p et p ne va- 
rient pas, quand d seul variera; d’ou l’on eonclut 
=, mo, ii=0, Yo, deu 
Les formules (6) differentiees, en regardant y comme constant, donnent 


T. 


9. 


dr . do ‚ dr dö 
ı = cosd .— rsind 0 = sind +rosI zz 


d’ou loon tire 


10. Se cosd u 


do® sin O 


dr ’ dx _ 





de la meme maniere on {rouve aussi 
dr a dd cos 
1 1. £ = sind 5) — . 
dy dy r 


Mais on a 


du _ du du d® du __ du du d® 
m ee z TuS BE rn By ihgr! r rare 
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et en vertu des formules (8) et (9) 





du __ du . 4dy . du _ . | i 
13. = c0sd 7. —r sind 77 —ysind, 75 = —usind— yrcos 0. 

Si dans les formules (12) on substitue les valeurs donnees par (10), (11) 
et (13) on trouve f 

du __ „du . dy KB o:.m 

dr = cos9 7 7 sind cosd er sin °, 

Tr dw mdy Mm. 

rien sind cosd Ir r sin au sind cosd — Y. 
De la m&me maniere on obtient encore 

a —: sind cos G“ + rcosß® 1 sind cos6 +Y, 

er = sind’ Sk. Eu r sind cosd-G7 + - . cos#", 

du _ _,.y du 

2. = cos9 —rsind GT, 

dv _ . du .ndr 

dz — sin $ - a, tre0sd zn » 

du __ du  „ dy 

gr > vos9- = A 

ee 94 — # +rcosdS 

di dr r 

AM he “un 

de — FRE 

dp __ dp dp _ ..n Ap 

"he cos9 7, dy = sind 7; 

do do 


do __ do BEAT... ; 
‚__ _ = cos 2, dy — sın 9 Pr’. 
Substitutiant ces valeurs dans les formules (1) et (2) il vient 


.a® 
on + code — r sind - 7 + 000 er sin,, 








14. An 
— 2uy sind — y’r cos$ fees. — wr sind iX 
m. + sind - + rcos9.% - + usind-, ne .tersind = 

15. i 


+ 2uycosd — yY’r sind + wsiu 5 P + wrcosd 27 = Y. 


— 


Multipliant l’equation (14) par cos® et (15) par sind, puis les ajoutant, 
on trouve 
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d 
r de ru Et wär —yYr= Ysind+Xcosd. 


du 
g "dr 


16. u 
Si l’on multiplie V’equation (14) par sin et (15) par cosd, on aura en sous- 
trayant la premiere de la Er 

d . d 

17. rs +r us !+rwSt+2 uy= Ycos$d— X sind. 
Supposons u que les seules forces, qui agissent sur chaque 

molecule, soient des attractions ou repulsions vers des centres fixes ou 
mobiles, mais dont la resultante, a cause de la symetrie supposee aulour 
de laxe des 2, doit avoir une direction qui passe par cet axe. Alors on 
aura 

A:Y=xz:y du Yze—XIy=0 
ou bien en substituant les valeurs de x et y donnees par les formules (6) 

18. Ycosd — Xsind = 0. 

Si l'on fait 


Ysind + Xcos$ = R, 


on trouvera en carrant 

Y’sin$® +2 Y X sind cos9 + X?cos® = R’; 
mais en vertu de (18) on a l’equation 

Y?cos#® — 2Y X sind cos + A?sin® = 0 
laquelle ajoutee a la precedante donne 

”"+X2=-R; du R=y”’+X°) 
Cette expression de R fait voir, qu'apres la substitution des valeurs de 
et y donnees par les formules (6) on obtiendra pour R une expression in- 
dependante de 9. Les equations (16) et (17) deviennent par consequent 


1 rtreetre- ren 
0. te rn, = 
l,es equations (3) et " donnent 
Ai rieteieteit 
22. . ten „er den) — 0, 


dont la derniere peut aussi se meitre sous la forme suivante: 


23. te + = j en Kr Z 
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3. Le probleme du mouvement que nous avons considere, se {rouve 
done reduit a la solution des quatre equations donnees dans le numero 
precedent. 7, x et £ y entrent comme variables independantes, c’est-A-dire, 
ils nappartiennent pas exclusivement a une m@me molecule de la masse 
fluide. Si au contraire on veut suivre une molecule quelcongue dans la 
trajectoire qu’elle decrit pendant son mouvement, il faut considerer r et 2 


comme fonctions de £ Designons dans cette derniere supposition par 2 
4 


le eoöfficient differential de y ‘par rapport a 2; nous aurons 
d.y Ben dy „dr dr er dy dz 
dit dt '‘ dr’ dt dz dt’ 

ou, ce qui est le meme, 


LS SER: ; dy dy 
Teer hr ed 7 
Lequation (20) pourra done s’ecrire ainsi: 
EREETN 
et cela multiplie par r’dt donne 


rd.y+?2yrdr=0, 
dont lintegrale est 


2. 


Fy zn se, 
dou enfın | 
a 
24. ” rd u“ . 
=; 


La constante « peut en general varier d’une molecule a lauire; 
mais pour chaque molecule separ&menut l’equation (24) donne la loi suivante, 
fort remarquable, savoir, que /a vilesse de rotation la molecule dans divers 
points de sa trajeclorre sera loujours en ruison inverse des carres des 
distances a laxe du mouvement. 

De lequation (24) suit, que si les molecules pendant leur mouve- 
ment sont forcdces de s’approcher de laxe, leur vitesse de rotation ira 
toujours en croissant; ce resultat est en eflet confirme par liexperience 
dans les tournans d’eau et dans les tourbillons. Si a letat initial « a ete 
= () pour toutes les molecules, alors, et daus ce cas seulement, ‘y sera 
constamment nul pendant toute la duree du mouvement. 


4. Eu general, si a letat initial on a communique a la masse fluide 
un mouvement de rotation tel, que a soit constaut pour toutes les molecules, 
Crelle's Journal f.d. M. Bd. XXIV. Heft 2. 21 
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il est evident que l’equation (24) devra subsister m&me en regardant r, 2 
et £ comme variables independantes. Nous supposerons celä, et pour abre- 


25. 7 = = P 


De plus puisque nous avons suppose, que R et Z proviennent seulement 
des atltractions on repulsions vers des centres fixes ou mobiles, situes sur 


ger nous ferons 


laxe meme des 2, il faut qu'on ait 


6. BRdr+Zdz = dS; 

d’ou 
ya dS 2 3 ds 
— dr’ er 7° 


S etant en general une fonclion de 7, z et /, mais qui dans l’equation (26) 
est differentie seulement par rapport a r et 2. Les equations (19) et (21) 


peuvent done s’ecrire ainsi: 


. dPp Au sr du 0: ar en 
7. dr + dt u, „tw dz »3 " dr? 
dp dw du dıu ds 

m THEIR FETT: 


Pour eliminer P, differentions l’equation (27) par rapport a x et (28) par 
rapport a r; puis retranchons la seconde de la premiere. L’&quation, qui 
en resultera, peut se meltre sous la forme suivante: 
d B*.. u ir en l ber de = 
dz d r dz dr dz dr 
dt Tr dr ade dz 
du , dw (ze ze Zi 
+) > 


In: ß 
Faisons pour abreger 











l’equation precedente donnera 
do & O do du , dw 
u 5 1 te Tr a.) og 


Si nous designons, comme nous l’avons fait pr&ecedemment, par er U 1e coef- 


ficient diferentiel d’une fonction quelconque U par rapport ä 7, en y regar- 
dant r et z aussi comme fonctions de 2 nous aurons en general 


de dU d.U 
un, dr +w e..,u— 
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et par la l’equation (29) se changera en 
d.® du dw FR 
oe Zn (Gt Fk uud 
L’equation (22) donne 
do do do du dw ns Bm 
re teten tat) = 


ou bien 


d.o du dw u, 
tel ta tan) 


Dela on tire 
du dw __ d.o dr 


dr T ds — edit rd? 
par ou lequation (30) deviendra 
d.O _ „(de , dr 
2 Ba © 2 + is ? 
= 


og devient integrable et donne 


laquelle multipliee par 
log®O = logbpr, 
d’oü nous obtenons enfin, en remeitant pour © sa valeur, 


24 d u dw 


er Aeer it 

La constante D est independante de la situation continuellement chan- 
geante de chıaque molecule, mais qui generalement n’est pas la m@me pour 
toutes, c’est-a-dire quelle peut varier d’un point de lespace & Tlautre. 
Sa valeur se determinera d’apres la valeur connue de © a une &epogne 
quelconque donnee. Mi a ceite epoque la valeur de © pour tous les divers 
points de la masse fluide est telle, qu’on obtient d constant pour toutes 
les molecules, il s’ensuit que l’equation (31) devra subsister pendant toute 
la duree du mouvement, möme en regardant 7, & et ? comme des variables 


independantes. Si p. ex. a une Epoque quelconque on avoit 


du dw __ 
n dz dr u 


pour tous les points du fluide, il srensuivroit d=0 dans Tequation (31), et 
par consequent legalite (32) devroit subsister au bout d’un temps quelconque 
pour tous les points du fluide. Mais T’equation (32) est celle de condition, 
pour que „dr + wdz soit la differentielle complete d’une fonction quel- 


conque ® par rapport a r et z. Si done on fait 
33. adr+wdz = dd, 


21° 
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ce qui donne 





de dp 
ae: 
et qu’on substitue ces valeurs dans les equations (27) et (28), il viendra 
dP d? g : dp , dp dp w 
dr Tardi t är dr I aR drda 9 Ta 
dP dep n d? dp S 7 ie 
dz "3 zdt dr "dr = ar U WE 


Ges equations ie si on les rn = avoir multiplie la premiere 
par dr et la seconde par dz, 


= do (22) } Ei N 
ap+a. +20.) + (5) | = 48; 
et lintegration de celte equation donne 


! JB N dr 4 I- ER 
9. F+ dt s (5) + urn S. 


On pourroit y ajouter une fonction linie de /, puisque dans 
integration cette variable est regard&ee comme constante; mais comme cette 


dp 
dt ’ 


deroger a la generalite de lequation precedente, se dispenser de !’y ajou- 





fonetion peut etre censee renfermee dans la valeur de - on peut, sans 


ter. L/equation (22) donne 


N u ‘ n ), ei 12) o dg 


3. Er +2. =0 


® 


5. Supposons quiil nö d’un fluide NERTER et que la pe- 
sanleur soit Ja seule force qui agit sur ses molecules. Alors g est con- 
stant et on peut le supposer egal & lunite; lequation (25) donne par 
consequent P=p, et si l’on prend les z positives dans une direction con- 
traire a celle de la pesanteur, on aura 

A =0, Y=0, Z=—9 
g designant la vitesse d’un corps pesant apres une seconde de chüte libre. 
L’equation (26) donne 


Supposons que le mouvement ait commence du repos, nous aurons 
a = 0) pour toutes les molecules, d’oüu You conclut en general y= 0. Puisque 
de plus a ce moment u=0 et w=0, udr+wdz est alors une difleren- 
tielle complete, et par consequent il continuera de l’etre pendant toute la 
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duree du mouvement. Les equations (34) et (35) donnent pour ce cas 


dy de dp\) __ e' 
36. p+7 +: (7 4 +7 )t= —ys, 
- dp 1 dp d? Y 
M. Eur et 


De ces deux equations dependent ar lois Pr Vesssieiennt dun liquide par 
une orifice eirculaire, pratiquce au milieu du fond d’un vase, dont la paroi 
soit une surface quelconque de revolution autour d’un axe vertical, le mou- 
vement ayant commence du repos, de maniere quil n’y ait pas de mouvement 
tournoyant. 


6. Puisque dans le cas du mouyement, que nous venons de consi- 
derer, r et z decroissent tandis que le temps croit, il est evident que « et 
w devront &tre negatives. Designons par r’ la valeur de x pour lorifice, 
et par R pour la paroi; R sera en general une fonction de z. Or soit que 
la surface du niveau s’abaisse, ou quelle ne varie pas, si l’on appelle y le 
volume du liquide sorti du vase au bout du temps ?, sa differentielle sera 
egale au volume du liquide, qui traverse un plan quelconque perpendiculaire 
a laxe pendant Vinstant di. Si done dans un tel plan nous cousiderons 
un anneau eirculaire compris entre les deux rayons r et r+dr, son aire 
sera egale a ?zrdr, laquelle multiplice par —wdt donne le volume du 
liquide, qui pendant linstanut di l’a traverse. En prenant la somme de ces 
produits depuis r=0 jusqua r=R, il vient 

3. y= —2rdtf w.rdr. 


Cette equation devant subsister, quel que soit z, il faut que la difference 
partielle du second membre par rapport a cette variable soit egale a zero: 


7: w.rdr 


ou bien, si lon se rappelle que pr est lui-meme une fonction de z, 


es dw ‚rdr+ Rw w, dR N 
4 d dz i 
© designant la valeur de w pour r—=R. Mais l’öquation (23) donne, en 


ce qui donne 





faisant eo =1, 


eye a ENG 


39. 
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P’equation prec&dante pourra done s’ecrire comme suit: 


dR R d(r u) ze 


L'integration &tant effectuee entre les limites donnees, on obtient apres 
avoir divise par R, 


40. WR nd — Ur = 0; 


vr etant Ja valeur de «u a la limite r—= R. W’equation (40) est en effet 
la condition necessaire pour que les m@mes particules du liquide soient tou- 
jours contiguös a la paroi. On a coutume de donner cette Equation comme 
le r&sultat d’une supposition particuliere; mais nous venons de voir, quelle 
est une consequence necessaire de’ la continuit@ de la masse liquide. 

7. Soit z=0 lequation du fond du vase et = 2, l’equation de 
la surface sup£rieure: 2, sera en general fonction de r et Z. D’abord il 
est evident, que les molecules voisines au fond du vase ne pourront avoir 
qu’un mouvement horizontal, et par consequent qu’on aura w = 0 pour 
z— Det r>r". 

Imaginons maintenant un eylindre circulaire, dont le rayon r soit 
> r' et dont laxe coincide avec celui du mouvement. Si l’on appelle A 
la difference des volumes du liquide, qui aux temps 2 et £-+-d£ sont con- 
tenus dans ce cylindre, et B le volume du liquide, qui dans le temps di a 
{raverse sa surface, on aura, quel que soit d’ailleurs r, 

dq = A+DB. 


y . . v ‚ y dz 
Or labaissement du niveau dans le temps di Etant egal a — —! 


—tdit 
er 
on trouvera de la möme maniere que dans le numero precedent, 
| "42 
A= —2rdt/ Frrdr. 

. dt 

0 
Pour obtenir D il faut considerer un element annullaire dont le rayon soit 
r et la hauteur dz; Taire de cet element sera Egale a ?zrdz. Si on la 
multiplie par — u.dt, et qu'ou prenne la somme de tous ces produits depuis 
zs—=( juqua zs=2,, il viendra 


B= — Irdt / "urdz, 
o 


d’ou lon obtient enfin 


4. dqy= — 2rdt( urdr +/ "urd2). 


& j . Mi u " A R . . y. . / 
Puisque dg doit rester le m&me quel que soit r, pourvu quil soit > r', 
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il faut que la difference partielle du second membre de l’Equation precedente 
par rapport a r »oit Egale a zero. Cela donne 
dz, dz, f" dur) 
pe PTR LERNT gu 
dt Tr. dr + Ä dr “ 


; he ’ Kar) ...: 54 i 
ou bien, si lon substitue la valeur de en) tirce de lequation (39), et 


qu’on divise eusuite par r, 


2, dz, 
m th, 


p., etw. designant les valeurs de u et w correspondantes a z=2.. 
L’equation (42) est en eflet celle qu’on oblient, quand on veut exprimer 
la condition que les molecules de la surface superieure, dont l’equation est 
2— 2, =0, restent (oujours daus cette surface, pendant qu’elle varie. Nous 
voyous, que cette supposition est essentiellement liee a la continuite de 
la masse liquide, et qu’elle en est une consequence absolument necessaire. 
Il faut cependant observer, que l’&quation (41) n’ayant lieu que pour r >r‘, 
l'equation (42) ne subsistera pas non plus, que hors de cette limite de r. 


— uw, =(, 


3} 
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13. 


Probabilite des resultats moyens tires d’observations 
repetces. 


(Par Mr. Lobatschewsky, recteur de l’universite de Cazan.) 


Je me sers de l’expression r”" pour representer le produit des n facteurs 
rr—1)(r—2)...(r—n-+1), 

le nombre n etant entier et positif, quel que soit au reste l’autre nombre r. 

Posons de plus que r”"—=1 pour n=0 et r*""=( toutes les fois que 

l’exposant n devient negativ. On a de cette maniere 


gen Ze (r —1)”r (r —1)e 7-1 
nen non + (n—1)" rt 








Je considere a present la fonclion algebrique 


— 11 r74 
2. Cm) = Ss IH er— na tm tr Air", 


u . (7 —1)” 7-1 jeh 





ou le signe > setend a toutes les valeurs du nombre entier positif A de- 
puss A\=0, tant que 


les autres nombres 7, @ etant entiers positifs, m est aussi un entier positif 
ou negatif. Par exemple en mettant r= 0, 1, ?, etc. et en regardant m 
comme positif, on trouve 


Cm) = 0, 
C,(m) =|1, 
3. UC-m)=1, 
C, (m) = 2a—mHl, 


C,(—m) = 2a—m-+1, 
A Taide des Re (1), (2) on trouve 
—1)(r—1)*} 


C,m+1) = Cm) +3 ale —2Na+m+r——ı] 





—=C,(m)+ 2 < ne r [r— 2a +m Fr —ı] 


—1\Y(r—1 Dh j 
r2- c Pr [r —2Nd)a+m+r —1— 


i er 17} 
a C, (m) +C, ‚(a+ m) — —2)07-2 201 Ir—2r) a+m—2a+r—? 





3 
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ou enfin 
4. Cm+1) = C(m)+C_(a+m+1)— C_,(m— a). 
La fonction EC, (m) jouit encore de la propriet@ de ne pas changer de va- 
leur quand on y met —m au lieu de -+n, de sorle que 
5. Cm = C,(—m). 

Les equations (3) la verifient deja pour r=0,1,2. Supposons que cela 
soit vrai pour tous les nombres r depuis r = 0 jusqu’a un nombre r donne. 
En mettant r +1 au lieu der, et m +1 ou —m au lieu de m daus 
l’equation (4), nous aurons 

Ci (m+1) = U,,, (m) +C,(a+m+1)— C, (m—u), 

C,,,(—m) CO, —m—1)+C,(a—m) — CC, m—a—1), 


GC, —m—1)+C,(m—a) —CÜ,(m+a+1): 





IM 


parconsequent 
C,,,(m+1) = C,,(—m—1) + Ü, 2 (m) — U, ,,(—m). 

En y mettant de suite m=0,1,2 etc., on en conclut que la pro- 
position est vraie pour lindice (r-F1) et pour tous les nombres entiers m 
en general. 

Lorsue r=?2, m=2Na, on a 

6. Cere) = 1; 
ce qui est aussi vrai pour tous les nombres r; comme le prouve l’expres- 
sion (2) ou A daus ce cas ne peut exceder zero. 

Pour r=?7, m=N2a+ta et a>0O, la fonction C,(m) devient 

ı. C(ratı) =0, 
ce qui est aussi vrai pour tous les nombres entiers positifs r, comme on 
peut le prouver en admeitant d’abord l’equation (7) pour tous les indices 
inferieurs a r. 
En effet l’@qnation (4) nous donne 
8. C,(ra+ @) = 
C(ra+a—1)+Ü_(ra+a—a) —C_(ra—a+a—1). 


Mais comme il a ete deja prouve par l’equation (6) que 
C (ra) = 1, C_(ra—a) = 1, 
et comme nous venons de supposer de plus 
C,_,(ra+a) = 0, 
l’equation (8) nous donne d’abord pour «=1, 
C,(ra+H1) = 0. 
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Ensuite pour >1, si l'on suppose 
C_,(ra+a+e) = 0, C_(ra—a+to—i1)= 0, 
on tire de la meme &quation (8): 
C,(ra+a) = Ü(rata—1). 

En commencant par mettre ici «=1, puis «=?2, 3 eto, on veri- 
fiera l’equation (7) pour tous les nombres a. 

Determinons a present la probabilite des erreurs dans les resultats 
moyens. Supposons que dans une observation toutes les erreurs soient 
des nombres entiers egalement possibles depuis +« jusqu’a —«a. En con- 
binant les observations dont le nombre est r, il y aura dans la somme une 
erreur m qui ne peut depasser les limites —ra, —ra. Ce nombre de 
combinaisons est la m@me fonction de r et de m, que nous avons de- 
signee plus haut par C,(m). En eflet cette expression satisfait deja a la 
condition de devenir zero chaque fois que m excede ra; puis elle est egale 
a Tunite pour m=ra, et enfin elle jouit de la propriete de non pas chan- 
ger de valeur, quand on y met — m au lieu de + m (voir les equat. (5), 
(6), (7)). U ne reste done a considerer que le cas des m positifs et 
moindres que ra. 

Sir=1, le nombre des combinaisons devient Tunite, ce qui est 
aussi la valeur de C,(m), comme le fait voir une des equation (3). Pour 
tous les autres nombres r il faut et me&me il suffit que la fonction C,,, (m) 
soit la somme* de toutes les valeurs du produit 

C,(p).C, (m —p) 
depuis = m—.a jusqula p=m-+a. Mais comme C,(m—p) =1, il 
faut que 
C,..(m) = ZC,(p) 
entre les m&mes limites des p, ce qui est aussi vrai et prouve en y met- 
tant lexpression (2) pour C,(p). On a de cette maniere 
(— 1). yal 


C.(m) = 323 — az [(r— 2) a+p +r—1— 17", 


(r — 1)” v—l yeh 
la double sommation s’etendant a toutes les valeurs de p et de X, depuis 
p=m—a jusqua p=m-+a, et depuis \=0, tant que 


ra+p+1 
\< 2at1 


l,a sommation par rapport a p Elant Efleciuee, nous aurons 


Cm) = 3 DT [e—2r)a+p+r—1]" +4, 








y” r 4? » 
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ou il faut mettre py=m-+a et prendre la constante A de Maniere que 
C,,, (m) devienne zero pour p=m—a—1. Parconsequent 

















(— 1) r? | 
A= — 2: [r—2Na+tm—a—1+r—ı]" 
depuis A\=0, tant que 
 <cretm—a 
= 2a+1 
ou apres y avoir remplace X par X\—1, 
— 1 rr1-1 
uk Sp [r +1—22)a+m+rf 
depuis A\=0, tant que 
\ e+NDatm+1 . 
= 2a+1 e 
La valeur de C,,,(m) est done 
_ I. un 
Cm) = 2 er r+1—2Na+m+r] 





(—1)} rri-1 h wi 
”. u a! re Kr +1—2N)a+m+r]’, 


les limites des A dans les deux sommes elant les memes, c’est-ä-dire 
10 et 





(r+i)a+rm+1 
ET "- 


Ces deux sommes etant r&unies en une seule, deviennent 


nl 
3, (—1)} (r+1) [er + 1—2N)a+m+r]”, 


rer el 
ce qui est en eflet lexpression de ©,;, (m), comme nous l’avons donnee plus 
haut (equat. (2)) et dans laquelle, comme il a ei& prouve, il est permis 
de metire —m au lieu de + m, et de poser ainsi la valeur du nombre des 
combinaisons qui peuvent produire l’erreur m, 











ed 7,71 
C,(m) = > em Ir —2r)a—m+r—r— 1], 
la sommation s’etendant depuis A=0, tant que 
|  <ra—mti 
= 2a+1 ° 


En reunissant toutes les valeurs de C,(m) depuis m =1 jusqu’a un 


nombre donne m, on trouve 
= (1! r Ar 
> Cm) = 4— 23 Kr —?rı) a—m+r—r]”. 
+1 
La constante A est determinee par la condition que la premiere 
22 = 





year Ari 
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partie de cette equalion en avec m=0. Parconsequent 
(ur ur 
I. A=ssar -[r—2N)at+r—ıy 


depuis A\=0, tant que 
<rat+i 
<; a1" 
Apres avoir multiplie par 2 , Fequation (9), si lon y ajoute C,(O), on 
aura le nombre total de combinaisons pour que l’erreur m reste entre les 


limites + m, — m. Ce nombre sera 
tn 


10. EZECm)= 





pe Pe | ' ! \ 
1: ar Ir — 2Na+r—ı]"—[Lr—? N) a—m+r—x]”"} 


park 
gr [er —2NMa+r—r— 1 
ou A sous le 0; Z va en croissant depuis X = 0 jusqu’a ce que les 
produits ne contiennent plus des facteurs positifs. 
Il est clair que le nombre des combinaisons qui produisent toutes les 
erreurs possibles, doit re (2@a++1)’. Il faut donc que 
11. QRa+) = 


= ee 2er —2NMa+tr—ı]"+r[r— 2) ar — rn — 1". 


En designant par P,(m) la probabilite que l'erreur m du resultat moyen 
des r observations soit entre les rn nn, —m, on a evidemment 


+n 
P,(m) = 2 C, (m). 





2a = jr 
En combinant cette equation avec je equations (10), (11), apres 
avoir divisee ces deux dernieres par (?@-+1)’, et en y faisant ensuite 
m 


= T, az, 
rd 


on a 
Be 7 nr. ei yr ; u 3 
‚@)= gar FEZ; [ar— N)’ — dr—ıre— X], 
BE rer ö 
= 22(—1) 3, @r—N), 
ou P,(x) represente la probabilite que lerreur du resultat moyen tire des 
» odservations ne sort pas des limites + x, — x, lorsque la plus grande 
erreur de chaque observation nexcede pas +1 et —1. La reunion des 
deux dernieres equations pour cette probabilite 





Det Een), 


in Yr— 14] 
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le signe-somme s’etendant & toutes les valeurs de A jusqu’aux puissances 
des nombres negatifs. 
Si Ion prend par exemple r = 10, on trouve 
pour 2 >0,5 


ER 390625 | w 
P.(2) = I 8) . 
pour x > 0,6 
| 390625 (4 — 5.7)!" 





“a VB! wer iA 
Pa) = 1 -DN H  n ' 


pour 2 >0,4 
rn 390625 0, (k—5r)" (3—52)10 
A Ten 


pour 2 > 0,2 





a 390625 no, (4-58 4 !—5rt , (258) 
ie 15120 ° 


pour 2<0,2 











P.(2) = 
390625 on a5! (5a) , (52) (Mö5R)! 
Bu 72576 Cd a 151440 40320. r 15120 8640 


Le calcul etant pousse jusqu’a la cinquicme decimale, donne 
Erreur. | Probabilite. 





1,0 1,0 VVO008 
0,9 |  1,00000 
0,5 ,  1,00000 


0,7 0,99968 
0,6 | 0,99944 
0,5 0,99506 
0,4 0,96179 
0,3 0,59910 
0,2 0,72220 
O,1 0,41096 
0,0 | 0,00000 
il y a done avantage a parier 18 contre 7 que si llobservation est 
repetee dix fois, l’erreur de la moyenne ne surpassera pas un cinquieme 
de la plus grande erreur qui puisse @tre commise dans l'observation unique. 
Laplace dans sa Theorie analytique des probabilites ne s’est oceupe 
proprement que du cas d’un nombre d’observations {res grand. Par des 
considerations extremement compliquees et en se servant toujours des in- 
tegrales definies il est parvenu aux expressions qui S’accordent tout & fait 
avec celles que nous venons de donner ici. Le nombre de combinaisons 


dans lesquelles la somme des erreurs est n, tandis que celui des repetitions 
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est r, peut €tre rendu par lintegrale definie 
u sin(a+4)® 
C,(m) = er dwcosmw(* ). 


sin 4 





En divisant cette Page par . nombre total des combinaisons, on aura 
nr "docosmw er u 
ER. C, (m) n (2a+1)" sin 4 
pour la probabilite que la somme des erreurs soit m. Maintenant la proba- 
bilite quielle sera comprise dans les limites + m et Berg doit etre 


P.(m) = Mr sin (@a+}) w 











o(2a--1)" sin} 


Si lon y met m=rar, puls 4=o et qu’on y fasse au=2, on a 


12. 55 Ei C.(m) = - ar dzcos(rxz) (> 1. 


13 P,.o)= Fr hh dxdzcostrza) (3), 


Or nous avons {rouve pour C.(m) l’expression (2) qui dans le cas 
de a= x nous conduit a la connaissance de lintegrale dans l’equation (12.) 
S sinz\Y _ a (I rei We 
I’ dzcos(r 22) () = Fr Nr”. 
y signe qui exprime ici la somme, se rapportant &ä toutes les va- 
leurs de A jusqu'aux quantites sous lexposant r—1, le nombre x peut 
etre pris indifferemment avec lun on lautre signe devant lui. Zaplace as- 
signe aussi cette valeur a lintegrale definie, mais il y arrive par une voie 








peu directe. 

L’expression que nous avons trouvee pour P,(x) sert a connaitre 
aussi la double integrale (13), d’ou Fon conclut, apres avoir eflectue Tinte- 
gration par rapport a x, que 

w 2 Pr dz sinz F 1 £ yri u 
12. z -s 5 — sin (ra) ( )- 1— Jar gr >> (—1)‘ j@2 (r— rc — 2A) . 


SL 


0 


le signe 2 s’etendant a toutes les valeurs de A depuis X\= 0 jus- 
qu’aux puissances des nombres negatifs, le nombre x etant positif, moindre 
ou egal a lunite, et = un entier positif. Les equations (14), (15) devant 
ötre vraies aussi pour r= 1, toutes les deux s’accordent a donner l’inte- 





grale connue 7 RER 
—sıor = 47 
ey X 
0 
et en fournissent ainsi une nouvelle demonstration. 


RAT ER BEER ER ann 
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14. 


Note über die analytischen Beweise elementar- 
seometrischer Mätze. 


(Von Herrn Dr. Reuschle, Professor am Gymnasio zu Stuttgart. ) 





Diese Beweise, deren Urheber, soviel mir bekannt, Legendre ist und die 
Littrow seinen Elementen der Algebra und Geometrie selbst einverleibt 
hat, sind hin und wieder in Mifscredit gekommen: theils wegen offenbar 
irriger Anwendungen, wie bei den Beweisen der Sätze von der Winkelsumme 
im Dreieck ( Lattrow pag. 191), von der Reciification und Quadratur des 
Kreises (Zittrow pag. 265): theils wegen nicht ganz befriedigender Ausfüh- 
rung in Fällen, wo sie in der That Stich halten, wie bei den Beweisen der 
Sätze vom Flächen-Inhalt des Rechtecks, vom Volum des rechtwinkligen 
Parallelepipeds (Zittrow pag. 220, 353); und zwar hat das Unbefriedigende 
- hauptsächlich nur darin seinen Grund, dafs die Analysis nicht genugsam in 
Anwendung gebracht worden ist. Dies will ich hier an einigen Beispielen 
zu zeigen suchen und schicke ein denselben gemeinsames Beweismoment 
in folgendem analytischen Hülfssatz voran: 

Wenn eine Function y=fx von x durch die Functionalgleichung 

f(@+42) = fe+f(4@) 
definirt wird, wofür man auch schreiben kann 
4fz) = f(42), 
so ist diese Function, wenn Ü eine Constante bedeutet, 
y=L(a, 

d.h. es wird durch jene Functionalgleichung die Proportionalität der Grö- 


[sen y und x ausgesagt. 
Denn entwickelt man die beiden Theile der Gleichung nach x, so 


erhält man 








dfx d?fx er dfx d?fx 
44T. 22 4..=r04+l) a Er 
ich, durch nn der Coöfficienten, 
f!=9, 


“TE = = (2)  . 
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wo € eine Constante ist, folglich 

2 r 2/fr 

a (et 
und desgleichen alle folgenden. Es ist mithin 

f(dr) = C4z 
und desgleichen fx = Ur. 
Dieses Resultat hat sich ohne Integration aus der Entwicklung 

ergeben. Man kann aber auch die Gleichung 


df=_c 


dx 

als Differenzialgleichung integriren und diese selbst, ohne Entwicklung, 
durch Differenziation aus def ursprünglichen Functionalgleichung ableiten. 
Dies giebt 

ar „ar 

dx ac IE 

i dfx a, j A \ »% 
d. h. die Ableitung ——- oder fx ist eine solche Function von x, die sich 


uicht ändert, wenn man der Veränderlichen x ein beliebiges Inerement Ax 
giebt, mithin eine Constante. Die Integration giebt alsdann 
fz = UÜc+Ü': 

ein mit der Integrationsconstante Ü’ behaftetes Resultat, und dessen Sub- 
stitution in die ursprüngliche Gleichung zeigt, dafs C’ = O0 zu nehmen ist. 
Eine solche Functionalgleichung enthält also zugleich die Bestimmung der 
Constante, welche durch Integration der ihr im übrigen gleichgeltenden 
Differenzialgleichung eingeführt wird. 

Wo man nun in der Geometrie obige Functionalgleichung der un- 
mittelbaren Anschauung gemäfs aufstellen kann, ist durch diesen Satz die 
Proportionalität erwiesen. 

Beispiele. 
1) Fläche des Rechtecks. Es seien x, y die Seiten, S die 
Fläche eines Rechtecks, so ist offenbar 
S = F(z,y): 
aber auch der Anschauung gemäls, wenn y um eine beliebige Gröfse Ay 
sich ändert, 
F(z,y+4y) = F(z, y)+F(, dy), 


folglich 


F(a,,) = yf. 
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Eben so ist, wenn nunmehr z um fx sich ändert, 


yfia+42) = y(fe+f(4®2)), 


folglich 
ft = Oz, 
und somit 
S= Cry. 
Nimmt man aber, um die Constante zu bestimmen, =1, y=1, so ist 


S—C das Quadrat der Längen -Einheit, mithin, wenn man dieses zur 
Flächen- Einheit nimmt: 
S = z2y. 

2) Volumen des rechtwinkligen Parallelepipeds. Ganz 
eben so zeigt man durch dreimalige Anwendung des allgemeinen Satzes, 
dafs man für das Volumen V eines rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen 
Seiten z, y, z sind, im Allgemeinen 

V= Üryz, 
und insbesondere 

V= sy: 
hat, wenn man den Cubus der Längen-Einheit, den hier die Constante € 
bedeutet, zur Volum-Einheit nimmt. 

3) Volumen irgend eines geraden prismatischen oder 
ceylindrischenKörperstücks zwischen zwei parallelen Grund- 
flächen. Es sei V dieses Volumen, S die Grundfläche, % die Höhe, so 
ist nicht nur 

| V=F(S,h, 
sondern auch 
F(S,h+4h) = F(S,h)+F(S, Ah). 
mithin 
F(S,h) = hfS. 
Ferner, eben so, 


hf(S+4S) = hfs-+hf(4S), 


folglich 
fS=CsSs, 


und somit 


V=CSh. 
Die Bestimmung der Constante geschieht wiederum durch die Annahme 
S=1, h=1; sie ist mithin das Volumen eines prismatischen Körpers, dessen 
Höhe der Längen - Einheit und dessen Grundfläche der Flächen- Einheit gleich 


ist, also gleich dem Würfel der Längen-Einheit, wenn deren Quadrat die 
Crelle's Journal f. d, M. Bd. XXIV. Heft 2. 23 
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Klächen-Einheit ist, und 
V=hS, 
wenn jener Würfel die Volum-Einheit ist. 

4) Proportionalität einer geradlinigen Länge, sowie 
einer ebenen Figur, mit ihrer Projection. Es sei r ein Stück 
einer Geraden, x seine Projection auf eine Gerade, die mit jener den 
Winkel % macht, so ist 


2 = Find 
und 
F(r4+4r,$) = F(r,$) + F(Ar,$), 
folglich 


z= rd. 
Da ferner die Projection einer geradlinigen Länge auf eine Ebene, die den 
Winkel $ mit der Geraden macht, einerlei ist mit der Projection auf den 
Durchschnitt der projieirenden Ebene mit der Projections-Ebene, so gilt 
dasselbe Resultat auch für die Projection einer Distanz auf eine Ebene. 
Es sei endlich X die Projection einer ebenen Figur R auf eine 
Ebene, die mit jener den Winkel 9 macht, so hat man auch diesfalls 
A = F(R,b) 
und 
F(R-+4R)9) = F(R,9d) + F(A#R,$) 
folglich 
X=Rf), 
d.h. die Projeetion proportional der projieirten Figur durch eine Function 
f$ des Projectionswinkels, deren Identität mit der obigen Function ® sofort 
auf die bekannte Art zu erweisen ist. 
Die Gleichung 
= rD) 

ist einerseits die Grundlage für die analytische Behandlung der Lehre von 
der Aehnlichkeit und führt so auf die bekaunte Weise zum pythagoräischen 
Lehrsatz; andrerseits, als Definitionsgleichung der Function ®B, Grundlage 
der Goniometrie. Für r—=1 findet sich diese Function durch die Länge 
- eonstruirt. und nennt man dieselbe den Cosinus des Winkels $, so kann 
man sofort das Zeichen cos an die Stelle von ® setzen und überdies die 
eoordinirte Function ®(90 — 9) = sind einführen. Es bleibt aber auch un- 
hbenommen, das Funetionszeichen ® beizubehalten (auch mit Hinzunahme 
eines »d für ®(90—9)) und diese Functionen einer analytischen Discussion 
zu unterwerfen, aus welcher sofort die Identität mit cas und sin hervor- 
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ginge, wenn man diese Zeichen bereits in die Analysis eingeführt hätte, sei es 
‚als Exponentialfunctionen, oder bei der Integration fd. X y (a +bc+er), 
wo X eine rationale Function von x ist. Ich beschränke mich ühri- 
gens darauf, noch die Herleitung der dem pythagoräischen Liehrsatz ent- 
sprechenden Fundamentalrelation zu erwähnen. 

Es seien ©, y die Projectionen eines Vectors # auf zwei durch sei- 
nen Ursprung gelegte rechtwinklige Axen, mit denen r die Winkel & und 
B= 90 — «u macht, so ist | 

x = rDu, y=rDß, 
folglich, wenn man diese Gleichungen, nach respectiver Multiplication mit 
De und DB, addirt, 
»da+yPP = r((do)+ (98): 
aber auch der Anschauung gemäfs, 


da +yDP 


T, 


folglich 
Da’ +(tp’ = 1, 
und wiederum in Folge hievon, wenn man obige Gleichungen quadrirt und addirt. 
x” + y’ — r.. 
Man konnte hierbei auch OB = Yu setzen und dann die Gleichung in der 


Gestalt 
Bart va) = 1 
aufstellen. Auch konnte der Gegenstand gleich im Raume mit drei Dimen- 
sionen behandelt werden, ganz auf dieselbe Weise; denn sind x, y, & die 
Projectionen von r auf drei rechtwinklige Axen und «, ß, y die Winkel 
von r mit denselben, so ist 
z=rdo, y=r$dB z=rdy, 
und daher einerseits, durch Combination dieser Gleichungen, 
da +ypPß+xDdy= r(da’ + PR +(PY), 
andrerseits, gemäfs der Anschauung, 


zda+yPP+r?dy=r, 
Dar + PD +OY' = 1 
2 +-y+=°= r". 
5) Proportionalität der Gentriwinkel, Bogen und Sec- 


toren im Kreise. Es sei 9 der Centriwinkel, s der zugehörige Sector 
in einem Kreise, dessen Halhmesser 7, so ist 


folglich 


und 


23° 
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s= F(,r) 
und 
EF9+19,r) = F(,r) + F(49,r), 
folglich 
je = Pxr. 
Eben so erhält man 
S=F(,r), 
F$+1,r) = F(,r)-+(46,r). 
folglich 
S=9fr; 
und ferner 
S = F'(s,r), 


"s+4s,r) = F(s,r)+ F(4s,r), 
folglich 
S=suor =9$xrar, 
mithin 
fr = xr.ar. 
Zur Bestimmung dieser Functionen x, »@ des Halbmessers aber hat mau 
sich au die gewöhnlichen Gränzbetrachtungen zu wenden, die sich beider 
Rectification und Quadratur des Kreises so wenig umgehen lassen, als in 
der Geometrie des Krummen überhaupt. Der Umgehungsversuch bei Zittrow 
(pag. 265) scheint eben so milslungen, wie der Beweis des Satzes von der 
Winkelsumme im Dreieck. Auch die Behandlung der Constante (pag- 260) 
in dem Beweise des Satzes von der Proportionalität der Centriwinkel und 
Bogen dürfte nicht statthaft sein, weil sie die unrichtige Gleichung 
Centriwinkel = Kreisbogen 
giebt. Die Behandlung der Constante (pag. 221 und 354) dürfte gleichfalls 
verfehlt sein. 
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15. 


Ueber das Princip der kleinsten Wirkung. 
(Principe de la moindre action. ) 
(Von Herm J. Zech, theol. cand. zu Tübingen. ) 





1. Das Princip der kleinsten Wirkung hat zuerst Euler in seiner 
Methodus inveniendi lineas curvas, mazimi minimive proprietate gaudentes, 
Laus. et Genev. 1744 im zweiten Anhange „de molu projectorum in me- 
dio non resistente per methodum maxımorum ac minimorum determinando” 
aufgestellt, ohne jedoch einen eigentlichen Beweis davon zu geben; was 
auch bei dem damaligen Zustande der Analysis nicht wohl möglich war. 
Euler begnügte sich damit, a. a. O. und in den Mem. de Tacad. roy. de 
Berlin 1748, pag. 149 syg., sein Princip zur Auflösung verschiedener Aul- 
gaben aus der Mechanik zu benutzen und aus der Uebereinstimmung der 
gefundenen Resultate mit dem auf anderem Wege Constatirten auf die 
Richtigkeit desselben zu schliefsen. Lagrange, in der 1788 erschienenen 
ersten Ausgabe seiner Mecanigne analytique, gab dem Euler’schen Princip 
den Namen des Prineips der kleinsten Wirkung, nach einem dem Euler’- 
schen ähnlichen, aber weniger bedeutenden und allgemeinen Princip der 
Mechanik, welches Maupertuis unter diesem Namen im Jahr 1744 der Pa- 
riser Akademie vorgelegt hatte, dehnte dasselbe, während es Zuler nur in 
Beziehung auf die Bewegung eines einzelnen Körpers aufgestellt hatte, auf 
ein beliebiges System von Körpern aus und gab zuerst einen analytischen 
Beweis davon, indem er es mit Hülfe der Variationsrechnung aus den be- 
kannten Gleichungen der Bewegung ableitete. In dieser Erweiterung ging 
das Princip wohl in alle neuere Lehrbücher der Mechanik über, aber mehr 
nur als metaphysisch merkwürdiges Resultat mathematischer Formeln, als 
um weitere F'olgerungen daraus abzuleiten. 

Der gewöhnliche Ausdruck des Prineips der kleinsten Wirkung 
ist folgender. Wenn auf einen Körper blofs Centraikräfte wirken, über- 
haupt wenn Xdz+ Ydy+Zdz, wo X, Y, Z die Composanten der auf 
den Körper wirkenden Kräfte parallel mit den drei Coordiuaten- Axen be- 
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zeichnen, ein vollständiges Differential ist, so ist die von dem Körper frei 
beschriebene Bahn und seine Bewegung in derselben so beschaffen, dafs, 
wenn s den durchlaufenen Weg, v die Geschwindigkeit und £ die Zeit be- 
zeichnet, fas. = fdt. v’ ein Maximum oder Minimum wird, in Beziehung 
uf alle Curven, welche der Körper zwischen denselben Endpuncten hätte 
beschreiben können. Wäre der Körper genöthigt, sich auf einer gegebe- 
nen Fläche zu bewegen, so ist jas.v oder /d/.v” immer noch ein Ma- 
ximum oder Minimum, aber nur in Beziehung auf alle Curven, welche 
ler Körper zwischen denselben Endpuncten auf der gegebenen Fläche 
hätte beschreiben können. Bei der freien Bewegung eines Systems von 
Körpern ist, wenn dieselben sur durch ihre gegenseitigen Anziehungs- 
kräfte und durch Centralkräfte getrieben werden , überhaupt wenn 
EIm(Xde+Ydy-+Zdz) ein vollständiges Differential ist, die Summe 
der Producte aus der Masse jedes einzelnen Körpers in das ihm ent- 
sprechende /ds.v oder /dt.v‘, d. h. die Summe der lebendigen Kräfte, 
ein Maximum oder ein Minimum: wiederum vorausgesetzt, dafs die Aufangs- 
und die Endpunete sämmtlicher Bahnen, welche die einzelnen Körper be- 
schreiben, als gegeben angesehen werden. Euler, Laplace und Po:sson sa- 
sen ausdrücklich: ein Maximum oder Minimum unter allen Balıneu, welche 
„wischen denselben Endpuneten enthalten sind; und wenn Andere, wie 
F,agrange, Pontecoulant etc. nur überhaupt von einem Maximum oder Mi- 
nimum sprechen, so rührt dies wohl nur davou her, dafs sie jede weitere 
Bemerkung für überflüssig hielten, und nicht davon, dafs sie anderer Mei- 
nung waren; was sie sonst gewils ausdrücklich gesagt hätten. Der Be-- 
weis des Princips ist bei Verschiedenen verschieden; alle Modificationen 
desselben aber laufen darauf hinaus, dafs mit Hülfe der bekannten Formeln 


der Dynamik, nämlich 


1. nr = 0° (FF) + ee de En: 
ß. ? — C+ /Adr+ Ydy+Zdg), 


ET. ” d?y Pt d’z 
uinhehinmengend: Are 


gezeigt wird. dafs 











[; 
= 
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« 2 b) Ir dy dz 
Of ds.v = Ofat.v — I! dr -öy+-2023- const. 
lt 17 ya? + consl 
ist. Für die beiden Grenzen der Bewegung wird dann weiter geschlossen, 
es sei, da nach der Voraussetzug dox=0, $v—=0, d2=0 ist: 


Ofds.v == Ofar.v —= 0 


und folglich fas.v — far ein Maximum oder Minimum: bei der ganz 
[reien Bewegung natürlich das letztere, weil hier die Nachbarceurven un- 
beschränkt sind. 


ll. Dafs nun aber dieses Princip der kleinsten Wirkung, wenigstens 
in der Allgemeinheit, in welcher es gewöhnlich ausgesprochen wird, nicht 
stattfinde, kann durch folgendes Beispiel gezeigt werden: 


Wenn ein Körper mit einer beliebigen Geschwindigkeit in einer ge- 
gen den Horizont schiefen Richtung in die Höhe geworfen wird, so be- 
schreibt er bei der freien Bewegung im luftleeren Raume eine Parabel. 
Wäre er nun aber gezwungen, mit derselben Anfangsgeschwindigkeit in 
derselben Richtung geworfen, eine Cycloide, welche jene Parabel im An- 
fangspuncte der Bewegung und noch in einem andern Puncte berührt, zu 
durchlaufen, so würde aus dem Princip der kleinsten Wirkung folgen, dals 
das zwischen den beiden Berührungspuncten genommene jas.v oder fat 
im letztern Fall gröfser sei, als im erstern. Ob sich dies wirklich so ver- 
halte, ist zu untersuchen. 


Die Coordinaten- Axen seien in der Vertical- Ebene, in welcher die 
Anfangsgeschwindigkeit und daher auch beide Bahnen liegen, so gelegt, 
dafs der Ursprung derselben mit dem Anfangspuncte der Bewegung zusam- 
menfällt und die Axe der x horizontal und die der y vertical ist, und zwar 
letztere mit ihrer positiven Seite der Richtung der Schwere entgegenläuft. 
Die Anfangsgeschwindigkeit, mit welcher der Körper geworfen wird, sei = «: 
der Winkel, welchen die Richtung derselben, mithin aueh die gemeinsehaft- 
liche Tangente beider Curven im Anfangspuncte, mit der Axe der x macht. 
= u; die Schwere endlich = g: so hat man zur Bestimmung der Bewegung 
in der Cycloide, aufser den Gleichungen der Cycloile selbst, die für jede 
freie und unfreie, durch die Schwere hervorgebrachte Bewegung geltende 


Gleichung: 


v = a —12g9y; 
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woraus 
2 d 
1. für. = für.vt@—29y) = füy.de.yi@—2gy 


folgt. Ist nun die Basis der Cycloide horizontal, also parallel mit der Axe 
der z, r der Halbmesser des Erzeugungskreises und $ der Wälzungswin- 
kel, und werden durch den Anfangspunct der Cycloide neue, mit den alten 
parallele Coordinaten-Axen gelegt, so sind, wenn die neuen Coordinaten 
durch x’, y’ bezeichnet werden, die Gleichungen der Cycloide, auf diese 
neuen Axeı bezogen, folgende: 


2. =r($— sin) und y’= r(l—cos?). 
Um die Gleichungen der Cycloide für das ursprüngliche Coordinatensystem 
zu finden, müssen die auf das neue System bezogenen Coordinaten (x') 
und (y‘) des Anfangspunctes der Bewegung aus der Bedingung bestimmt 
werden, dafs die Tangente an diesen Punct der Cycloide mit der Axe der 
x, also auch der der x’, den Winkel & macht, und dann ist 
m 2,12) und y=y-+(y'). 
Nun folgt aus den Gleichungen (2.), wenn man differentiirt, 


dx dy' R 
75 r(l—ecos9); 18 > r.sinS, 
folglich 
.: Me SE . 
dr = Ts — sang 49. 
Für den Punct (x’), (y‘) ist also 
cotang 19 = tanga, 3—=#—1%0, 


mithin aus (2.) 

(2) = r(#— 2a — sin?2a); (y) = r(1+cos?2a) = ?r.cos’ a. 
Die Gleichungen der Cycloide, auf die ursprünglichen Coordinaten - Axen 
bezogen, sind also 
3. z+r(#—2a— sin?a) = r($—sin$) und y+?r.cos®’« =r(1— cos?). 
Differentiirt man beide Gleichungen nach $, so findet sich 


dx 


g5 > r(lmecos2) = y+?r.cos’a, 
dy a R ’ 2.\22 
gg rt = Yir—[r— (y+?r.cosa)f) 


vilr+r—(y+?r.cosa)](r—r+y-+?r.cos’o); 


vıar.sina—y)(?r.cosa-+Yy)}; 


I 


folglich 





15. Zech, über das Princip der kleinsten Wirkung. 181 





dx lee) 
dy 2r.sn?«a—y/’ 


NH) Mer) = Va)" 
Durch diesen Werth von Fr geht die ei über in 


1. fas. r _ far 9. r —)-V(@—29y) 


man, 
= 2ytgr).fay.y Be 


Um integriren zu können, setze man 


a 
b) y 7 —Ii=2 
i 2r.sin?«—y g 






































so wird 
a? 9 .n ) 2 
—  —y = (Zr. U—Y)3, 
7 Yy Ar.sna —Y 
a? 
-« ın? 8 un 
ER R 2y __ 1 4ar.sinta.2?—a? 
een = —1 u ") 2? —1 
Bi re a 
ea 28 (3? — 1)? 
a —4gr.sin?«@ 
u ih a 
folglich 


2y7. (a — 4gr .sin’d) Si a) 
-ayz(e — 4gr.sin? a) (— a nt: + far. 
Js» = -V7 (@—4gr. sin a) (4 + 82 en 


Da die Basis der Cycloide horizontal vorausgesetzt worden ist und die 
Axe der Parabel der Natur der Sache nach vertical sein mufs, so folgt, 
dafs die beiden Berührungspuncte beider Curven in gleicher Höhe über dem 
Horizonte liegen müssen, mithin gleiche Ordinaten haben. Um also die 
Constante in (6.) zu bestimmen, müfste der Ausdruck rechts zwischen zwei 
gleichen Grenzen genommen werden. Da dieses aber zu keinem Resultate 
führen würde, nimmt man, da auf beiden Seiten der durch den höchsten 
Punct der Cycloide gehenden Verticalen die y, also auch die z genau die- 
selben sind, obigen Ausdruck stalt einmal vom Anfangs- bis zum End- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft 2. 24 


Jas.v 
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puncte der Bahn, zweimal vom Anfangspuncte der Bewegung bis zum höch- 
sten Punet der Cycloide. Für jenen Punet ist 








a 
Yv= 0,  also-aus (d.) 'z a. u. 
; l (5-) 2ylgr).sin« 
Kür den höchsten Punet der Cycloide ist $ = 7, also aus (3.) 
y= ?rsina wnd dher sem, 
mithin 
E ‘ / r a) N .9 S 32 1 
fas.v = — 2 .(@— 4gr. sin’ a) ( - ae ; 
& = ‚ z2—1 a Ei * Fe SoBine. ARE 
°* 2Y (gr).sına 
oder wegen 
1 
(2 
x 1 N x—+1 00 
= —— =(, wd I- RE i—— = 1 =0, 
2 —1 1 o—l1 1 
09 1 — — 
ID OD 





» f Yo / .. . Y/ s 
art 722 ’ 2aylyr).sin« a+-2Yy(ar).sine 
fas. v = 2 7 (@—4gr.sin’o) ( u +4I/ +2yigr). }; 


u: — 4gr.sin?« a«— 2y(gr).sin« 
s ’ j SE : er I *), Si 
1. fas.v — 4ar.sing + V- - (@ — 4gr.sin’«) jet2rgrasae i 
e a — 2y(yr).sine 
Für die freie Bewegung in der Parabel hat man folgende Gleichungen: 


d? x d?y 
. [om =U—0 = — 
3 dt? e dt: I; 
9 FE m a.cosu Y— a.sina — gl 
® di nn . N ey dt — ‚sin &% g R) 
10. 2 = a.cosa.t y= a.sinat—ıgt, 


u er -L (27) = «— 2agsnmuot+ gt 
dt dt ’ 
11. fat.v — @.t— ag.sina.Ü-+4g°Ü + const. 
Dieses Integral muls von 2=0 bis zu demjenigen ? genommen werden, wel- 
ches dem Endpuncte der Bahn entspricht. Die Ordinate dieses Punctes aber 
ist, wie wir oben gesehen haben, gleich der Ordinate des Aufangspunctes, 
also = 0, und dazu giebt die (10) 


a.sıne 


A E inıkbuuae 
I 
mithin 


RR 8 Zins Ss 3 

i 2 ua>:.sına 4a°.sın®a „ a3.sin’« ww‘ 5 

12. fat.v = —— tat Br Re ia). 
u « 





I I 9 
Damit nun aber wirklich die Parabel und die Cycloide zum zweiten Male 
sich berühren, müssen die Abscissen des höchsten Punctes der Cycloide und 
des höchsten Punctes der Parabel einander gleich sein; wodurch man eine 
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Gleichung zur Bestimmung von a bekommt. Es ist aber für den höchsten 
Punct der Cycloide $=r, also aus (3.) 

z = r(?!a + sin?a). 
Für den höchsten Punct der Parabel hat man 


u r _ 4a.sin«@ 
rk 0, also aus (9) = 0 


und dazu aus (10.) 


a” .SsIn&.Cos« a?:.sın?a 


ee = 
I — 








| g 24 

Dies giebt die Gleichung i 

i a? .sın? a 

‘ı) . ‘ Pr: 
r(204sin2a) = —— 
4 

. 4yr(?& + sin? «) 

13. a er. u 
2sın? « 


Dieser Werth für a in (7.) und (12.) suhstituirt, giebt für die Cyeloide 
14. fas.x — Sr(gr): en 1 


Sina (ge 





2@-+-sin?a\, 
; 9 uulsei m +sına 
 (?2e + sın?a dia 2sin2« 
n. 2 . —_. — sın’& EA Ar A i L 








2a -+siın?a\t . 
— sına \ 


2 sin? « 


und für die Parabel 
19} > oO 3 
3. v=$r I si 2 — # sın? (era): 
15 Jas » ‘ (gr) sın a ( 3 sin“) 2sin2« 


Um also das Prineip der kleinsten Wirkung zu prüfen, braucht man nur 


A PRPRR 


2sin?« 


= A 











ad 00 . „u sin a) I 


sin & (Fr 


2sın?a . 2sin?2a 2a +sin?a\ _ 
79a: Ze) — sın & 
2sın? a 
und 
2 sına (1— 2 sin’ «a (ES) —= B 
( 3 ) 2sin?« 


für verschiedene Werthe von « zu berechnen und zu sehen. ob immer 
A>DB ist. Allein man findet für 
30° 45° 60° Pi y 


& == 
A = 0,96772114  1,3758234  1,8968039 3,047466, 
B — 0,967445 1,373979 1,935173 _ 4,020396; 


woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung von selbst erhellt. 


Il. Sieht man nun nach dem Beweise, ob etwa in diesem ein 
verborgener Fehler stecke, der das Resultat erklärte, so fragt sich zu- 
24 * 
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erst: welches ist die unabhängige Veränderliche, nach welcher die Varia- 
tionen von f. ds.v genommen werden? Denn irgend eine mufs man oflen- 
bar haben. Die französischen Mathematiker, welche ich vergleichen konnte, 
sagen alle: man variire ds.v ‚ aber nicht, nach was. Das Nächstliegende 
jedoch ist, wie überall sonst in der Mechanik, wo nichts Besonderes be- 
merkt ist, so auch hier, die Zeit ? als unabhängige Veränderliche anzuneh- 
men. Geschieht aber dies, so ergiebt sich als der erste Uebelstand, dafs 
dann die Grenzen des Integrals von einer Curve zur andern sich gleich- 
falls ändern; denn die Endpuncte der Bahnen sind zwar gegeben, aber 
keinesweges die Zeit, in welcher sie durchlaufen werden. In diesem Falle 


wäre also 
! fds.o nicht = földs.v); 


wie es vorausgesetzt wird. Deswegen aber die Nachbarcurven, die beim 
Maximum oder Minimum in Betracht kommen können, auf diejenigen zu 
beschränken, die in gleicher Zeit durchlaufen werden, ist, wie sogleich 
gezeigt werden soll, unnöthig. Dann fragt es sich aber weiter, ob man 
den Zweck auch erreiche, wenn nach £ variirt wird. Es soll unter allen 
Curven diejenige gesucht werden, für welche /ds.v ein Minimum wird. 
Die Form dieser Curven aber ist ganz unabhängig von der Zeit, in wel- 
cher sie durchlaufen werden; und aufserdem würde man, wenn man nach 
{ variirte, auch noch verschiedene Arten der Bewegung in einer und der- 
selben Curve erhalten; um die‘ es sich aber hier nicht handelt. Um also 
diejenige Curve zu finden, für welche / ds.v ein Minimum wird, mufs man 
nicht nach # variiren, sondern nach einem Ausdruck, der aus den Coordi- 
naten der Bahn geometrisch zusammengesetzt ist, etwa einem Radius- vector, 
oder dergl.; wobei dann auch die Grenzen constant sind. Dies hat im vor- 
liegenden Falle um so weniger Schwierigkeit, als der Voraussetzung ge- 
mäfs » eine blofse Function von 2, y, 2, ohne 7 explicit zu enthalten, und 
s ohnehin eine geometrische Gröfse ist. Bezeichnet man also die aus x, 
v, x geometrisch zusammengesetzie Function, nach welcher variirt wer- 
den soll, mit w, so läfst sich der Beweis folgendermafsen führen. Es ist 


2. $/ds.v — Sau.(d 040.842), 





BE Sn en 
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ds\* _ /dx\? dy\? dz\? . 
FE 
ds nds _ dx döx , dy döy dz döz 

ee I 
folglich, wegen 
a de de 
dt " du’dt’ 

ds _ dx döx day döy | dz döz 

4. = u du +ir du 77 du ' 


Aus der Gleichung 


v— 


= C+2/Xax+ Ydy+Zdz) 
folgt, wenn der Voraussetzung gemäls Ade+ Ydy+Zdz ein vollstän- 


diges Differential ist und nach % variirt wird, 
5. v2.dv = KrHYdy+Zoz, 


mithin wegen 


ds _ de di „dt 
du " dt'du du’ 
2.0 = SH Xir+ Vy+ Ze) 


du 
Is y > 
Substituirt man den Werth von v.g“ Te aus (4.) und den von 7 „dv aus (6.) 


in die (2.), so . sich 
u z dö. l 1ö dz döz 
$fas.o =/ duf (Xc+Ydy +Zöz a: — m "73 T TE + dt de E 


wenn a’ und %‘ die Werthe von v an Pi und am Ende der Balın 
bezeichnen. Durch theilweises Integriren und wegen 

d de _ di dir 

du'’dt " du’dt: 





erhält man hieraus 


öfas.v — rer tie)... 
+f aus. (X 7 )82 +( 12)07 + (2- ak, 1 


Nun ist aber an beiden Grenzen dx = 0, ARE 0, dz=0 und, nach be- 
kannten Gleichungen der Dynamik, 


d?x  .; ; FRE 
X= Y= Ze 7 











di? di? 


7. öfas.v = 


also ist 
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Daraus folgt nun aber noch keineswegs, wie gewöhnlich geschlossen wird, 


dafs /as. vo ein Maximum oder Minimum sei, sondern, um entscheiden zu 


können, ob überhaupt ein Maximum oder Minimum stattfinde, und im be- 
jahenden Fall, welches von beiden, ist Ö° fs. v zu untersuchen. Aus der 
Gleichung (2.) folgt aber 


Er ds ds 
4 — z 2 Y b) Ber 
8. 0" Bi ® — /au(S° v+20dv. tr! 2.) 


Variirt man die (3.) und (5.) noch alas so erhält man 


re 


du du 


dx dö?®x döx dy dö?y döy\® , dz dö?z ft 2 
— du’ du +) 6% du +2) a du k; Er , 


10. vivo + (dv)? 


= Xi + 020) + 08. Iy+ x.02% 


+Yy+ SG 0x.0y ara, Y +2 0y.de 
dZ s 


+ zZ + Ge ix.ds +2, ds + Se (de) 


= Kr +rYöy+ Zst dr "+27 Ox.dy #20 x.0% 


M FrACh? 74292 dy.d:+ 12.9.5. 


Denn denkt man sich SXar+ Y u wirklich integrirt, so dafs 
/Xdxe+Ydy+Zde) = Fx,y,2) 


ist, so hat man 
E dF : dF_ 4 A 
Ä ge } ii : 7 7 
also 
dA d Bi: dN dZ " dz 
dy "Fi dz dx’ 3 dy' 


Die (9.) mit °“ 


7 multiplieirt giebt 


„ds du 


,.d: ds\? 
11. v.d du 13 dt ( 2.) 
dözr\? 


BR duidr dö?:x . ) dy dö?y BY dz dö?z ( >); ) 
 dttdu” du + CH + du’ du r du ” du’ du ‘ du / $° 


) a ; Sn 4 
Die (10.), mit ,, multiplicirt, giebt 
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12. ds Sv o+ ar (dv) \2 


du 


EX dr +2 ey re, }- 


+ 


XS Iy+ZN SH 


/ Bi 
Hr dt. 
(8 ds 


Wird nun in (11.) 77 2) und in (12.) ; (do) auf die rechte Seite ge- 
bracht, werden dann beide Gleichungen aa ai wird auf beiden Seiten der 


2 j de; & 
so entstehenden Gleichung noch 280.0, hinzugefügt, so bekommt man 


13. e w+2v.dd re 7 ds 
a 2 ds du ds 2) 
Ei; 1% (dv) dv rt dt (5) ) 
dt, y dx dö:xr , dy dö?y | dz dö?z 
7 A. "e+Y. "y+Z. 0 le Fe ei 17° du Er 
dti(dX ie pie a IY u 
re: (d&)’+2 „Ir .sy+ 2 08 .dz >77 „ (y) ) +2- yi oy.dz 


dZ ie (132) da Be 
+ 4, (03) +( a) + u. (ir ) 


Nun ist aber 


dt \ ds du ds dt du „ds 
hen } =. ru Bill... 
du (6%) 200.0, F di (8 du) du (de dt I) 


nz dt ds\? 
A _ ad zo, 
u r * Ir dö?. dy dö?y dz dö?xz 
& X, 23 n Fe en = re ‘ 
$ du. Hi JE +H. 0 yt+2. )t gr ° du bi du +7 du ) 
dy 
” Fa Ir Far °) nn a ge 


fan (a2) se+(r + 
= (). 


Aus den beiden letztern Gleichungen, in Verbindung mit (13.) und (8.), folgt 


14.  fas.v = farl(@ (= dx Pr .dy +20: 00 de Toy) 
IY Ba Td. dö (döz 
#27 order” I (dr + en) -( 2 +( \ı )\ y 


In jedem besonderen Falle mufs also noch untersucht werden, ob dieser 


Ausdruck nicht der Null gleich und ob er stets positiv oder stets negativ 
sei. Für die freie Bewegung in der Parabel hat man 
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A=0, Y=—g, Z=0, 
mithin 
dA dX _ ex; aY _ day _ dz _ 
FT GEN EINE TD EBEN 
folglich 


”fds.v zn Sa“) + (N) + = stets > 0, 
also wirklich /ds.v ein Minimum. 


Wie stimmt nun aber dies mit dem oben berechneten Beispiele? 

Erinnern wir uns hier, dafs aus den Gleichungen 

09V’ =0 md P’V>0O | 

nur dann geschlossen werden kann, V sei ein Minimum, wenn die Gröfse, 
nach deren steigenden Potenzen die variirte F'unction V fortlauft, so klein 
ist, dafs jedes Glied der Reihe maafsgebend ist für das Zeichen der 
Summe der Glieder von ihm an abwärts. Das Princip der kleinsten Wir- 
kung gilt also nur in Beziehung auf die nächst anliegenden Curven, und 
obiges Beispiel gehört gar nicht in die Kategorie desselben. 

Zu einer weilern Beschränkung des Princips, als den beiden eben 
angeführten, nämlich dafs 0° ds.» zuvor untersucht werden mufs, und dafs 
nur nächst- anliegende Curven in Betracht kommen können, etwa die Gröfse 
oder Richtung der Anfangsgeschwindigkeit in den Nachbarcurven betreffend, 
ist in dem Beweise selbst kein Grund vorhanden. 

Die Anwendung endlich, die schon von dem Princip der kleinsten 
Wirkung gemacht worden ist, um für gegebene Kräfte die Curve der freien 
Bewegung zu finden, ist durch das bisher Bemerkte nicht ausgeschlossen. 
Für den Fall der freien Bewegung ist nach wie vor stets d /ds.v—= (0. 
So lange aber nicht bewiesen ist, dafs nur im Falle der freien Bewegung 
d fds.v —= 0 ist, bleiben die auf jene Art gefundenen Resultate immer nur 


problematisch. 
Tübingen, den 31. Juli 1841. 
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16. 


Sur le maximum et le minimum des figures dans le 
plan, sur la sphere et dans l’espace en general. 


(Par J. Steiner, membre de l’acad. des sciences de Berlin.) 





Second memoire. *) 
Des figures planes et spheriques. (Suite.) 


Ouoique la methode de demonstration suivie dans le premier m&moire pour 
les figures planes et spheriques ne laisse rien a desirer par rapport a lele- 
gance et la generalite, et que, a cet Egard, elle paraisse surpasser de beau- 
coup les methodes que je vais exposer, je ne crains pas faire un ouvrage 
inutile en rapportant en peu de mots ces autres methodes, parceque dans 
une matiere comme celle qui nous occupe, qui a ei& si peu developpee jus- 
qu’a present, il est bon de connaitre plus d’une route propre a y penetrer, 
chacune de ces routes pouvant avoir lavantage de conduire a quelques 
theoremes d’une maniere plus aisee ou plus claire que toute autre, et la 
maniere d’y proceder pouvant &tre utile dans d’autres cas. Ces demonstra- 
tions multipli6ees proviennent des divers essais que jai faits lors de mes 
premieres recherches sur cette matiere. 

On a deja fait remarquer au commencement du premier memoire, 
quil n’y a parmi les quatre methodes de demonstration suivantes qu’une 
seule qui soit applicable aux figures spheriques. 


Seconde methode de demonstration pour les figures planes et 
spheriques. 
Premier theoreme fondamental. 
1. De tous les triangles qui ont meme base et möme somme des 


deux autres cötes, le triangle tsocele est le plus grand. 
Voyez pour la demonstration le premier memoire (3). 





#) Ce memoire, comme le premier, reimprime dans le precedent cahier, a ete 
compose par lauteur en langue allemande. Nous devons a Fobligeance de Mr. le 
docteur Foelsing, prof. au college francais de Berlin, la traduction qu’on imprime ici. 


(€.) 
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Second theoreme fondamental. 


2. De tous les triangles qui ont le meme angle au sommet et la 
meme somme des cöles de cel angle, le triangle isocele est le plus grand, 
et sa base la plus peltite. 

Demonstration. Des deux triangles ACB et DCE (Planche I, fig. 1) 
qui ont le meme angle au sommet supposons le premier isocele, CA=CB, et 
de plus AC+ BC = DC+EC; onad’abord AD= BE, «=. Que l’on 
fasse DF=DA=BE, on en conclua y=a=ß, et le triangle DFH 
egal au triangle EBH, donc triangle DAH> EBH, et par consequent 
aussi triangle CAB > DCE, ce qui est la premiere partie du theoreme. 

La 2“ partie suit de ce we DH=HE=1ıDE, et FH=HB, 
et de ce que, DG etant. perpendiculaire a AF, on aA@=GF, et par 
consequent GH = 4 AB; mais dans le triangle rectangle DGH, DH> GH 
ce qui revient a 4DE>}4AB et DE>AB. 

Bemarque. Pour les triangles spheriques la d&monstration serait en 
general la m&me (1” memoire I, 16) en distinguant toutefois trois cas sa- 
voir: la somme des cötes est ou plus grande, ou Egale, ou plus petite que 
la moitie d’un grand cercle; car ce n’est que dans le premier cas que le 
triangle isocele est un maxzmum, tandis qu'il est un minimum dans le 3”*, 
et ni Yun ni laautre dans le second cas, tous les triaugles dans lesquels 
la somme des deux cötes est egale a la demi-circonference etant equiva- 
lents. Mais dans tous ces cas le triangle isocele a la plus petite base. 


3. Corollaires I. De tous les triangles qui satisfont aux conditions 
enoncees dans le Iheoreme precedent celui dans lequel la difference des 
cötes des angles est la plus grande, est le plus petit, et sa base est la plus 
grande; et reciproquement. 

Car comme d’apres la demonstration pr&ecedente (2) la difference 
entre le triangle isocele ACB (fig. 1) et un triangle scalene quelconque DCE 
est egale a un triangle isocele ADF dont le cöte AD(=FD=BE) est 
— 4(CE— CD), cest a dire egale a la moitie de la difference entre les 
cötes du triangle DCE, il s’ensuit que ce triangle DCE sera d’autant plus 
petit, que la difference de ces cötes sera grande. — La base DE gran- 
dira en m&me tems; car dans le triangle rectangle DG@H la cathete @H 
a une grandeur constante, tandisque lautre cathete @D grandit en meme 


tems que AD; I’hypotenuse DH et la base DE grandiront done &galement. 





RE 
Be em 
TE Da 
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II. Le lieu des milieux (H) des bases (DE) de tous les triangles 
(DCE) dont il est question dans le theoreme (2) est une droite fixe, sa- 
voir: la base AB du triangle isocele ACB. *) 

III. De tous les triangles equivalents que ont le meme angle au 
sommet C, c’est le triangle isocele qui a la plus petite base et la plus petite 
somme des cötes de langle C, et par consequent le plus petit perimetre.***) 

Soit ACB (fig. 1) un triangle isoscele; que l'on se figure un triangle 
D,CE, a cötes inegaux et equivalent a ACB, il existera un triangle DCE sem- 
hlable a D,CE, et ayant la meme somme des cötes que AUB; mais DOE < 
ACB (2), et par consequent DEE < D,CE, ; en outreDE> AB et ÜD+CE 
—(C4+CB; il sensuit done que DE, >ABet CD, +CE, > CA+CBR. 





*) Que l’on se represente encore un second triangle scalene D,CE,, on aura 
DD, =EE,, et le theoreme peut €tre mis sous la forme suivante : 

Etant donnes deux points D et E dans deux droites fires CA et CB, si Von 
prend deux autres pointsD, et E, sur les mömes lignes et respectivement a egale 
distance des points D et E, de maniere que DD, =EE,, le lieu du milieu H, de 
la ligne D,E, est une droite AB qui coupe les droites fixes donnees sous des angles 
egaux. Si sur les deux cötes opposes de E on prend simultanement deux points 
E, et E’ a egale distance de E, les leux des milieux H, et H’ des droites D,E, 
et D,E’ sont respectivement deux droites AB et A,B, perpendiceulaires Dune & 
lautre et coupant Dune et Vautre les droites fixes donndes sous des angles eyaus. 

Observons encore que: Les perpendiculaires sur les lignes D,E, elevuces aux 
milieux H, se rencontrent toutes dans un point fixe p, de möme que les perpen- 
diculaires sur les lignes D,E’ elevees aux milieux I se rencontrent toutes dans 
un point p,» Car les liynes D,E, et D,E’ sont, dans toutes leurs positions, re- 
spectivement tangentes a deux paraboles P et P,, lesquelles ont les droites fies 
CA et CB pour tangentes communes, les points p et p, pour foyers et les droites 
AB et A,B, pour tangentes au sommetl; les axes de ces paraboles divisent les 
anyles formes par les droites fixes donnees en parties egales, et se rencontrent au 
point C sous des angles droits. 


“#) On demontre aisement que: Les bases de deux triangles quelconques qui 
remplissent les conditions enoncees dans ce theoreme se coupent en parties qui sont 
dans le m&me rapport; ce rapport peut etre rapproche du rapport 1:1 autant que l’on 
voudra, sans cependant jamais atteindre a cette limite, de maniere qu’aucune base 
n’est coupee au point du milieu; tous les autres points au contraire peuvent 6tre re- 
gardes comme points d’intersection avec une autre base, mais toujours il n’existe qu’une 
seule base qui coupe la base donnee dans le point en question. On sait que toutes 
ces bases sont touchees au milieu par une hyperbole qui a les cötes CA et CB pour 
asymptotes. Sur la surface de la sphere toutes les bases sont touchtes par une 
section conique spherique. 

Il s’ensuit encore que: De tous les triangles qui ont le möme angle au som- 
met et dont les bases passent par le möme point H, celui dont la base est diwisee 
au point H en deux parties egales est un minimum. Car JH etant le milieu de la 
base DE (fig. 1), et AB etant une autre base, on aura toujours, en menant PDF de 
maniere que angle FDH = BEH, triangle ’DH = BEH, donc triangle ADH > BEH, 
et par consequent triangle ACB > DCE. 
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IV. 1°. De tous les triangles qui ont le meme angle C au sommet 
et le meme perimetre, le triangle isocele a la plus grande surface et la 
plus grande somme des cötes de cet angle, par consequent la plus petite base. 

Supposons que le triangle isocele ACB (fig.1) ait le perimetre 
voulu, et qu’un autre triangle DCE ait la m&me somme des cötes que ACB, 
il aura une plus grande base, par consequent un plus grand perimetre et 
une plus petite aire que ACB. Ce triangle deviendra encore plus petit si 
on rapproche DE parallelement a lui-m&me du sommet C, jusqu’a ce que 
le perimetre de DCE est egal a celui de ACB; aussi la somme des cötes 
de l’angle C diminue-t-elle en m&me temps. 

2°. De tous le triangles qui ont le meme angle au sommet C, et 
dans lesquels la difference entre la somme des cötes de cet angle et la 
base est la meme, le triangle isocele est un maximum et sa base est un 
minimum. 

La demonstration de cette proposition se rattache au theoreme n° 3, II. 
du premier memoire. Il existe entre cette proposition et celle qui pre- 
cede (1°) un rapport particulier qui resultera du theoreme VII. et de la 
proposition suivante. 

Dans lune et lautre des deux propositions qui precedent il existe 
un arc de cercle qui touche toutes les bases des triangles qui satisfont 
aux conditions enoncees dans la proposition; encore cet arc touche-t-il 
dans ses points extremes les cötes de Vangle Ü. Si langle donne est le 
meöme dans les deux propositions, et que le perimetre de (1°) soit egal ü 
la difference de (2°), ces deux arcs sont des parties du meme cercle; etc. 

V. De tous les triangles qui ont le meme angle au sommet Ü, et 
dont les bases sont egales, c’est le triangle isocele qui est le plus grand 
et dans lequel la somme des cötes de langle C est la plus grande. 

Car supposons encore que les triangles ACB et DCE (fig. 1) aient 
la m&me somme des cötes, et que l’on fasse glisser la base DE parallele- 
ment ä elle-meme vers EC jusqu’a ce qu’elle devient egale a AB, laire 
et Ja somme des cötes du triangle DCE diminuent, et deviennent par con- 
sequent plus petites que l’aire et la somme des cötes de ACB. 

Si les cötes de langle C des propositions precedentes sont limites 
par une droite quelconque IK ou LM (fig. 2), et que l’on regarde cette 
droite et les angles adjacents J et K ou L et M comme donnes, on a les 
corollaires suivants: 
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VI. Etant donnes la base IK ou LM d’un triangle IKBA ou 
LMBA (fig. 2), les angles adjacents a la baselet KouLetiM, et la 
somme des eötes adjacents IA +KB ou LA+MB, le quatrieme cöle AB 
est un minimum et Vaire est en general un maximum ou un minimum, st 
les deux angles non-donnes A et B son! eygaux entre eux. Laire est 
respeclivement un maximum ou un minimum selon que la somme des 
angles donnes est plus grande ou plus pelite que m; si cetle somme est 
—= 7 Caire de tous ces quadrilateres est constante. Consequence de n° 2. 

VI. Etant donnes la base IK ou LM d’un quadrilatere IKBA 
ou LMBA, les angles adjacents a la base et laire, le cöte AB oppose a 
la base est un minimum, et la somme des deux autres cötes est un mini- 
mum ou un maximum st les deux angles non-donnes sont egaux. Selon 
que la somme des deux angles donnes est plus grande ou plus petite que 
7, la somme de ces cötes est respeclivement un minimum ou un maximum ; 
si au contraire la somme des angles est =, la somme des cötes est 
constante. Consequence de I. 

VII. 1°. Etant donnes la base IK d’un quadrilatere IKBA, les 
angles adjacents et la somme des trois autres cöles, Vaire et la somme 
des deux cöltes adjacents ü la base sont des maxima et le quatrieme cöte 
est un minimum, lorsque les deux angles non-donnes sont egaux entire 
eur (IV, 1°). 

2°. Etant donnes la base LM d’un quadrilatere LMBA, les angles 
adjacents et la difference entre la somme des deux cötes adjacents a la 
base et le quatrieme cötEe (LA-MB—-AB), Claire, la somme des cötes 
adjacents et le quatrieme cold sont des minima, lorsque les angles non- 
donnes A et B sont egaux entre eux. 

Si la somme des angles donnes (LM) est plus grande que 7, 
les deux cötes AL et BM, prolonges au-dela de Z et M, se rencontrent 
en un point C,; on peut done passer de cette proposition & celle de (IV, 2°). 

IX. Etant donnes la base IK ou LM d'un quadrilatere IKBA 
ou LMBA, les deux angles adjacents et le cöte oppose AB, si les deux 
autres angles sont egaux entre eux, laire et la somme des deux autres 
cöles sont des mazxıma ou.-des mintuma, selon que la somme des deux 
angles donnes est plus grande ou plus petite que m (V.). Cette propo- 
sion n’embrasse pas le cas oü la somme des deux angles donnes est 


egale a r. 
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Remarque. Ges diflerents corollaires peuvent &tre etendus & des 
polygones et des courbes quelconques; de cette maniere on parvient a des 
propositions, lesquelles, prises isolement, paraissent beaucoup plus difficiles 
que celles qui precedent. Ce m’est cependant pas ici que nous pouvons 
en donner les details. 

4. 1. Etant donnes un angle d’un quadrilatere, et les deux cötes 
a et b opposes a cet angle, Taire dw quadrilatere sera un maximum, si 
le sommet de Tangle donne est a egale distance des trois autres sommels. 

Demonstration. En supposant qu'un quadrilatere maximum existe, 
on peut demontrer la proposition de la maniere suivante: 

Supposons que le quadrilatere CABD (fiy.3) soit un maximum, 
AB et BD etant les cötes donnes (a et 5), et C Tangle voulu; il s’ensuit 
d’abord que les deux cötes non-donnes CA et CD sont egaux entre eux. 
Jar tirons la diagonale AD, et regardons la pour le moment comme donnee, 
il faut qu’elle renferme avec langle CE un triangle maximum ACD; car 
sil en existait un plus grand, le quadrilatere CABD ne serait pas un 
maximum (le triangle ABD etant constant), ce qui est contraire a la sup- 
position; il faut done que CA soit = CD (2). 

Si la diagonale CB n’etait pas Egale aux cötes CA et CD, elle 
serait ou plus grande ou plus petite; on aurait donc p. e. 

CA=CE<CB ou CA=CF>CB. 

Mais CA etant =CE=CD, si lon mene du milieu B, de BE par les 
milieux H et @ des ceötes AB et BD les droites B,HI et B@K, on au- 
rait triangle JZCB, > ACB et triangle KCB, > DCB (2), par consequent 
quadrilatere JCB,K > CABD; mais comme IB, <AB et KB, < DB 
(n’ 2), on pourrait encore mener de B, les droites BA, =BA=aet BD, 
— BD=b, et lon aurait a plus forte raison CA,B,D, >CABD, ce qui 
est eontraire a Vhypothese. CA ne peut done pas etre = CE<CRB. 
On demontre de la meme maniere que CA ne saurait ere =CF>CB. 
On a done CA=CB=CD. 


I. Lorsque langle donne C' est = (par consequent ACD une 
ligne droite) le quadrilatere se transforme en un triangle ABD par rapport 
auquel on a le theoreme suivant: 

Le plus grand de tous les triangles dont deux cötes AB=a et 
BD —b sonf de 'grandeur prescrite est celui dans lequel les trois som- 
ınets se trouvent a egyale distance du milieu C du troisieme cöleE AD; ou 
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bien celui dans lequel langle B compris entre les deux cötes donnes est 
egal a la somme A et D des deux autres angles. 

Ce theoreme contient les deux theoremes fondamentaux 6 et 14 du 
premier memoire. 

5. 8: dans le theoreme (4) ce ne sont pas les cötes a et b, mais 
si c’est la somme a+b=s qui est de grandeur prescrite, il faudra, pour 
que laire du quadrilatere soit un maximum, que. ces deux cöles a ei b 
soient = 48. 

On n’a qua tirer la diagonale AD; le triangle ABD n’est un maxi- 
mum quautant que AB= BD (1); mais comme le quadrilat£re CABD ne 
saurait eire un maximum tant que le triangle ABD ne lest pas, il faut 
encore que u=b=!s. 

6. I. Etant donnes Tangle C d’un polygone CABD....T, et les 
cötes a, b, c..... non adjacents a cet angle, Vaire du polygone est un maxi- 
mum si le sommet de l’angle donne est a egale distance de tous les autres 
sommels. Cette aire maxima reste la möme quel que soit Tordre dans 
lequel ces cöles se succedent. 

Demonstration. On demontre d’abord, comme on l’a fait pour le 
quadrilatere (4), que les cötes CA et CT qui contiennent langle donne C 
sont egaux. Que l’on m&me ensuite d’un sommet quelconque P du polygone 
les diagonales AP et TP, que l'on les regarde pour le moment comme 
donnees, et les segments du polygone retranches par ces diagonales comme 
invariables: il faut que le quadrilatere CAPT, dont langle C et dont les 
cötes AP et TP sont donnes, soit un maximum, et par consequent que CA 
sot =CP=LCT (4). Mais ce qui a et& demontre pour le sommet P, 
a egalement lieu pour tous les autres sommets; ils se trouvent donc tous 
 & egale distance du sommet C. 

II. Sien particulier langle donne C est =, et que par consequent 
ACT soit une ligne droite, nous avons la proposition suivante: 

Les cötes a, b, c, .... d’un polygone, a l’exception de la base, etant 
donnes, son aire sera un mazxumum, si tous les sommels sont a egale di- 
stance du milieu C de la base, cest a dire, sl est inscrit a un cercle 
dont le diametre est la base. 

7. Si dans les propositions precedentes (6) ce ne sont pas les cötes 
a,b, c,.... mais si c’est leur somme qui est dounce, lYaire du polygone 
est un maximum maxımorum si lon ajoute aux conditions Enonc6es encore 
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celle, que tous les cötes sont egaux entre eux (5). On aura par con- 
sequent les propositions suivantes: 


I. Etant donnes un angle C d’un polygone, la somme s, et le 
nombre m de tous les cötes a, b, C, »... non-adjacents d langle C, Vaire 
du polygone est un maximum si lous ces cötes sont egaux entre eux, 
et que le sommet de langle donne soit a egale distance de tous les 
autres sommels. 


ll. EKtant donnes, pour determiner un polygone, la somme s et 
le nombre m de tous les cötes d lexception de la base, qui est arbitraire, 
laire est un maximum, si tous ces cötes sont egaux entre eux, et que 
tous les sommets soient a egale distance du milieu C de la base. 


8. N’etant donndee que la somme s des cötes, et le nombre m etant 
arbitraire, on deduit par le raisonnement employe au n° 26. du premier me- 
moire, que laire maxima du polygone grandit lorsque le nombre m des 
cötes devient plus grand, et quiil devient un maximum maximorum lorsque 
le nombre m devient infiniment grand, c’est a dire que la somme s se trans- 
forme en un arc de cercle. On peut done etablir les propositions suivantes: 


I. Etant donnes un angleÜ d’un polygone, et la somme s de tous 
les cötes non adjacents a cel angle, son aire maxima grandira d mesure 
que le nombre des cötes deviendra plus grund; Vaire finit par etre un 
mazimum mazimorum lorsqu'on se represente le nombre des cötes comme 
infiniment grand, cest a dire, lorsque le polygone se transforme en 
secteur de cercle. (7, I.) 

1. KEtant donnee la somme de tous les cötes: d’un polygone, & 
lexception de la base qui est arbitraire, son aire mazima (7, 1.) gran- 
dira a mesure que le nombre de ses cötes devient plus grand; Vaire 
finit par etre un maximum maximorum lorsque le nombre des cötes de- 
vient infiniment grand, c'est a dire, lorsque le polygone se transforme 
en un demi-cercle qui a la base arbitraire pour diametre. 


I. Etant donne le perimetre s d’un polygone, son aire mazima 
(7, Il.) grandit «a mesure que le nombre m des cötes devient plus grand; 


laire finit par elre un maximum mazimorum lorsque le nombre des cötes 
devient infiniment grand, c'est a dire lorsque le polygone se transforme 
on un cercle. 
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Remarque generale. 


9. Ce que nous venons de dire suffit pour donner une idee de 
cette methode, et du parti que Ton peut en tirer. A partir dici on peut 
reprendre la premiere methode, en demontrant d’abord la gencralite du der- 
nier {h&oreme (8, I1l.), qu’il faut regarder comme theoreme principal. A l'aide 
des iheoremes pr&cedents on demontre aisement que: De toutes les figures 
isoperimetriques, soit reclilignes, soit curvilignes, c’est le cercle qui a 
Vaire la plus grande. Car si lon s’imagine une figure curviligne quel- 
conque, de perimetre donne, dont laire soit un maximum, on n’a qu’a y 
inserire un quadrilatere quelconque ABCD; si lon regarde les cötes de 
ce quadrilatere et les segments correspondants de la figure qui se trouvent 
hors du quadrilatere comme constants, il faut que Faire du quadrilatere soit 
un maximum; car si son aire pouvait saugmenter, laire de la figure.entiere 
s'augmenterait aussi, sans quil y eüt changement de perimetre (les segments 
etant de grandeur constante), ce qui serait contraire a [hypothese; mais 
l’aire du quadrilatere n’est un maximum qu’autant que celui-ci est inscrit & 
un cerele; il faut done que quatre points quelconques A, B, C, D du peri- 
metre de la figure maxima se trouvent dans la circonference d’un cerele, 
c'est a dire, il faut que cette figure maxima soit un cercle. 


Troisieme methode pour les figures planes. 


La methode dont nous allons nous occeuper a cela de particulier, 
qu’elle deduit tout d’un seul theoreme auxiliaire fort simple. Nous ne don- 
nerons ici que la deduction de quelques‘theoremes, savoir celle des deux 
iheoremes fondamentaux (n? 3 et 6) du premier memoire, et quelques autres 
theor&mes interessants a cause de lanalogie quiils ont, comme on verra 
plus tard, avec certains iheoremes de Ster&ometrie. 


Theoreme fondamental. 


10. De toutes les perpendiculaires abaissees d’un point A sur les 
droites qui passent par un autre point donne B, celle qui se confond 
avec la ligne AB est un maximum. Ou bien: 

De toutes les cordes d’un cercle qui partent du meme point A 
dans la circonference, le diametre AB est un maximum. 

La demonstration resulte de ce que dans un triangle rectangle !’hypo- 
tenuse est plus grande que chacune des cathetes. 
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Jtemarque. On peut deduire immediatement de ce theoreme le se- 
cond {heoreme fondamental (6) du premier memoire. Car AB etant un 
des eötes du triangle et BC lautre, dont la position est arbitraire, il est 
evident que laire du triangle deviendra un maximum en m&eme tems que la 
perpendiculaire abaissce du point A. 

11. De tous les triangles equivalents construits au dessus de la 
meme base, le triangle isocele a la plus grande somme des cötes laterauz, 
et par consequent le plus grand perimetre. 

Demonstration. Soient ACB et ADB (fig. 4) deux triangles Equi- 
valents construits au dessus de la m@me base AB; soit ABC un triangle 
ısocele, c’est a dire AU= BC, ou a=b. KElevons aux points extr@mes 
A et B de ces deux lignes les perpendiculaires AM et BM, on aura un 
second triangle isocele AMB; car AN =BM=[r. La somme des aires 
des deux triangles isoceles, c'est a dire l’aire du quadrilatere MACB est 
exprimee par 

MACB = }r(a-+b). 


Abaissons du point M deux perpendiculaires sur les cötes AD= a, 


et BD= b, de lautre triangle, Yune et lautre perpendiculaire seront plus 


petites que » (10); designons les respectivement par r—r et r—y, et 
on aura pour la somme des aires des triangles AMB et ADB, cest a 
dire pour l'aire du quadrilatere MADB Tlexpression 
MADB = Yr—ı)a+4(r—y)b, = 4r(a+b)— tra —tyb.. 
Mais comme les quadrilateres MACB et MADB sont equivalenis, on aura 
r(a+b) = r(a+b)— ea—yb, 
par consequent 
a+rb<a+rbdb,, 
c’est,a dire, la somme des cötes du triangle isocele est plus petite que 
celle de tout autre triangle. (On sait quiil existe une demonstration beau- 
coup plus simple de ce theoreme.) 


12. De tous les triangles construis au dessus de la meme base 
et avec la meme somme des cöles, c’est le triangle isocele qui est un 
mazımum. 

Demonstration. Soient ACB et ADD (fig.4) deux triangles dont 
le premier soit isocele, et dans lesquels la somme a+5 sot = a, +Db,, il 
s’ensuit de la demonstration preeedente que r(a+b)>r(a,+b)— ra —yb,, 
par conscquent quadrilatere MACB> MADB, et triangle ACB > ADB. 
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Ce theoreme, qui n’est autre chose que le premier theoreme fonda- 
mental (3) du premier memoire, aurait pu eire deduit indirectement du tlıeo- 
reme precedent. 

13. Sans ajouter d’autres developpements nous allons passer a des 
theoremes que l!’on peut demontrer tr&es-simplement par cette methode. Trai- 
tons en premier lieu un probleme que Pappus nous a (ransmis des anciens, 
dont plusieurs geometres modernes se sont occupes, et sur lequel Lhulier 
a fait des recherches historiques et critiques. C'est le probleme suivant: 

Les bases de deux triangles et la somme des quatre autres cötes 
elant donnes, trouver les conditions sous lesquelles la somme des aires 
est un mazımunmn. 

Solution. D’abord il est Eevident quil faut que les deux triangles 
soient isosceles (12). 

Soient AB et DE (fig. 5) les bases donnees, soient ACB et DFE des 
triangles isoceles construits au dessus de ces bases, tels que 1° la somme pre- 
scrite des quaire cötes etant 2s, on at Za+?2db=?2s, vua+b=s, et 
que 2° les perpendiculaires AM, BM, DN et EN, elevees sur ces quatre 
cötes aux points de rencontre avec les bases, soient egales entre elles, 
dest a dire we AM=BM=DN=EN=[r. Ön aura pour la somme 
des aires des deux quadrilateres MACB et NDFE Texpression suivante (11): 

MACB-+-NDFE = r(a+b) = rs. 

Que l’on construise au dessus des bases donndes encore deux aufres 
iriangles isoceles AC,B et DF,E, dont les cötes respectivement egaux & 
a, et 5, satisfassent a la condition prescrite dans le probleme; on aura 
a+b, =a+b=s (ce qui n’a lieu qwautant que ,>aet db,<db, ou 
a, <aet b,>b). Les perpendiculaires abaissees des points M et N sur 
les cötes des nouveaux triangles seront plus petites que r, et lon peut les 
designer respeclivement par r— x et r—y; la somme des aires des qua- 
drilatere MAC,B et NDF\,E sera done exprimee par 

MACB+-NDFE = (r—z)a +(r—y)b, = rs— 2a —yb. 
On voit que cette somme est plus petite que la premiere. Si l’on retranche 
de chacun des deux couples de quadrilateres les deux triangles AMB et DNE, 
on parvient au resultat suivant: triangle ACB+ DFED> ACB+DF,E; 
la somme des aires des triangles ACB et DFE est par consequent plus 
grande que celle de deux autres triangles quelconques qui satisfont aux 
conditions ‚du probleme. 


26 * 
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14. La solution du probleme precedent (13) sert a etahlir un theo- 
reme que l'on peut enoncer des trois manieres suivantes: 

I. Etant donnees les bases de deux triangles et la somme des 
quatre aultres cöles, la somme des aires est un maximum lorsque les deux 
triangles sont isoceles, et que les parties des perpendiculaires elevees sur 
ces cötes a leuys points d’intersection avec les bases comprises entre ces 
points extrömes des bases et les points d’intersection mutuelle de ces per- 
pendieulaires, sont egales dans les deux triangles. 

Lorsqu’on eleve des milieux des deux triangles ACB et DEF qui 
salisfont a ce theor&me des perpendiculaires sur ces cötes, ces perpendicu- 
laires, prises jusqu’aux points de leur intersection mutuelle, sont egales dans 
les deux triangles, car elles sont egales a la moitie des perpendiculaires 
designees (13) par m. On peut done Enoncer le theoreme de la maniere 
suivante: 

II. La somme des aires des triangles en question est un mazxi- 
num, lorsque les perpendiculaires abaissees des centres des cercles cir- 
conscerits aux triangles sur les cötes egaux des triangles, sont egales entre 
elles, ou lorsque les cercles qui touchent les cötes egaux des deux tri- 
angles dans leurs points de milieu sont respeclivement egauzx. 

Si lon tire les droites MC et NE (fig.5), on a angle «= u, et 
B=Pß,, et comme sina =4AB:r, et sinß, =4DE:r, on a encore 

AB:DE = sina,:sinß, = sina:sinß, 
cest a dire: 

III. Les deux triangles dont la somme des aires est un maximum, 
ont la propriete, que leurs bases somt entre elles comme les sinus des 
angles adjacents «a et ß. 

C'est cette propriet® que Läuilier communique dans son ouvrage 
(De relatione mutua capaecit. et termin. fig. etc.); il observe quil la trouvee 
par le caleul differentiel, et il parait douter de la possibilite d’une demon- 
stration geometrique elementaire. Par sa solution il refuta les fausses asser- 


tions de ses predecesseurs sur ce probleme (13). 

15. 1. Etant donnees les bases de deux polygones, dont Uun de 
m et Tautre de n cötes, et la somme des autres cötes de Tun et de lautre, 
la somme de leurs aires ne saurait ölre un maximum, 4 moms que 1’ 
chacun des deux polygones ne soit inscrit a un cercle, et que tous les 
cötes, a lexception de la base, ne sorent egaux entre eur; et que 2° les 
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perpendiceulaires abaissees du centre du cercle ceirconscerit sur les cöles 
egaux ne soient egales dans les deux cercles; de maniere que tous les 
cötes egaux soient touches a leur point de milieu par un cercle concen- 
trique au cercle circonscrit, et que les cercles qui touchent les deux 
figures soient egauz. 

Demonstration. 11 siensuit du n° 12, que les cötes non-donnes des 
deux polygones doivent @ire egaux; pour ce qui est de la propricte de ces 
figures de pouvoir eire regardees comme inscrites a un cerele, nous la 
regardons comme connue par les deux premicres methodes, la troisicme 
metliode ayant ete discontinuece au n° 13. 

Si lon retranche des deux polygones, par des diagonales qui 
Joignent les points extremes de deux cöles consecutifs non-donnes, deux 
triangles, et que l'on regarde ces diagonales (les bases des deux triangles) 
et la somme des quaire autres cötles comme connues, il faut que la somme 
des aires de ces deux triangles soit un maximum, et que par consequent les 
perpendiculaires elevees sur le milieu de ces cötes et prolongees jusqu'&a 
ce qu’elles se rencontrent, soient toutes Egales; mais ces points de rencontre 
ne sont autre chose que les centres des cercles circonscrits, c'est a dire deux 
points fixes; le theor&me est done demontre. 

Ce theoreme peut etre Eenonce, analoguement a celui de n’ 14, IH., 
de la maniere suivante: 

il. Pour que la somme des aires des deux polygones soit un 
maximum, ıU faut que lun et lauire soil inserit a un cercle, que dans 
Tun et lautre tous les cöles non-donnes soient egaux entre eux, et que 
on ait entre les bases donnees AB et DE et les angles adjacents a et { 
la proportion suwvanle: 








r ef Z n—i 3 
In —— sin A 
m—?2 —— 2! 
AB:DE — 
fa] 
cos —— cos — ) 
m—?2 >% 


m et n designant le nombre des cöles des polygones. 


16. Remarque. Il est evident que le theoreme precedent peut 
etre etendu a un nombre quelcongue de polygones dont le nombre des 
cötes, les bases et la somme de tous leurs autres cötes r&eunis sont donnes, 
car la somme de leurs aires ne peut Eire un maximum, quautant que les 
perpendiculaires abaissees des centres des cercles circonserits sur les cötes 
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non-donnes sont Egales dans toutes ces figures. Si le nomhbre des cötes 
est suppose infiniment grand dans un de ces polygones, il se transforme en 
un segment de cerele dont le rayon est @gal aux perpendiculaires des 
aufres polygones. On peut parvenir de cette maniere aux theoremes sur 
les segments de cercles demontres dans le premier memoire (n? 52 et 54); 
ces (heoremes ne se presentent alors que comme des cas particuliers. Pour 
ce qui est des theoremes plus generaux dont nous venons de nous Occu- 
per, il parait quaucune des autres methodes n’en fournit une demonstration 
bien simple. | 


Quatrieme methode pour les figures planes. 


17. Lemme I. De toutes les lignes entre deux points donnes, la 
ligne droite est un minimum (la plus courte). 

Lemme U. La some de deux cötes quelconques d’un Triangle est 
plus petite que le troisieme cole, 


Theoreme f ondamental. 


18. I. La droite CD mence du sommet C d’un trıiangle AUCB au 
milieu D de la base AB divise le triangle en deux parlies equivalentes ; 
cette ligne est elle meme plus petite que la moitie de la somme des deux 
aufres cötes du Triangle, done 2UCD<AC+BUC. — La seconde partie 
du theoreme decoule du n° 17, MH. Car on n’a qua prolonger CD au dela 
de D, a prendre dans ce prolongement un point CE, tel ue CD=CD, 
et a tirer AC,, on aura AU,=BÜ, et comme dans le triangle CAC, ou 
a CA+AC,>CC, on a aussi CA+CBD>N2CD. 

II. La droite.dD qui joint les milieux d et D des cötes paral- 
leles ah et AB d’un trapeze AabB le diise en deux parlies equiva- 
lentes, et est elle-meme plus petite que la moilie de la somme des deux 
eötes non-paralleles Aa et Bhb. Dans le parallelogramme ce cöte dD 
est egal dä la moitie de la somme des deux cötes en question, done Dd= 
Aa—=Bb. — Cette proposition n’est qu’un corollaire de J., que l’on ob- 
tient eu lirant une parallöle «b avec la base AB du triangle. 

19. Lorsqu'une figure est limitee par deux droites paralleles AB 
eL ÜD (fig. 6, a), et par deux lignes AC et BD, ou aetb, de forme 
arbitraire, et que lon mene entre ces lignes des droites xy paralleles a 
la base, le lieu des milieux z de ces droites est une ligne fixe c, qui dı- 
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vise la figure en deux parties equivalentes; cette ligne est en general 
plus petite que la moitie de la somme des lignes a et b, «a lerception du 
cas parliculier ou la transversale xy est de grandeur conslante, cas 
dans lequel la ligne c est eyale a la moitie de la somme de a et b, donc 
ts 

Car on n’a qu’a se figurer les transversales zy comme se succe- 
dant a des distances tres petites, les parties des lignes @ et b comprises 
entre ces transversales peuvent etre regardees comme droites, et Fel&ment 
de la surface compris entre ces diagonales peut etre regard&e comme un tra- 
peze; mais le theoreme (18, 11.) ayant lieu par rapport a chacun de ces 
(rapezes, il aura encore lieu par rapport a leur somme, c'est A dire par 
rapport a la figure entiere. 

Remarque. Ge theoreme a encore lieu pour le cas particulier ou 
Tune des deux bases devient egale a zero, p.e. ÜED=O (fig. 6, b); de 
meme si les denx bases AB et ED deviennent egales a zero (fig.6, €). 

20. La figure formee par les cötes d’un angleÜ, et par une ligne 
de forme arbitraire, mais de lonqueur prescrite L,, est un maximum, 
lorsque cette ligne arbitraire est un arc de cercle dont le centre se trouve 
au sommet de Vangle VÜ. 

Demonstration. Soit ACB (fig.7) Yangle doune, et soit ADB 1a 
ligne de longueur preserite Z qui limite Faire maxima, il faut que la 
droite CD qui divise Tangle donne en deux parlies @gales, divise aussi la 
ligne ADB et la figure entiere CADBC eu deux parties &gales, de ma- 
niere que AD sot =BD(a=b), et CA=ÜB. Car si cela n’avait pas 
lieu, il existerait une seconde figure CA,D,BC egale a CADBO, qui se 
eonfondrait avee ÜCADBC, si Von la fesait tourner autour de la droite CD: 
la ligne A,DB, serait done = ADB, a=acetb,—=DÖb, ct la figure ADB, 
= A, DB. Il existerait alors une ligne DE ou ce, qui serait le lieu des 
milieux de toutes les lignes droites tirees parallelement & la base AB, 
entre les li®nes a et b,, et qui par consequent diviserait la figure ADB, en 


deux parlies @quivalentes, et serait elle-meme soumise a la condition ?e 
<a-tb, ou 2ce<a+b; la figure A,BD serait egalement divisee en deux 
parties Equivalentes par la ligne DF= c; Taire de la figure COEDFO se- 
rait donc egale a celle de CADBC, bien que la ligne EDF füt plus petite 
que ADB, comme 2° <a-tÖb. Cette consequence ne s’accorde dons pas 
avec 'hypothese faite par rapport a la ligne ADB, car il est evident que. 
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cetie ligne elant plus grande que EDF, elle peut servir & limiter une sur- 
face plus grande que celle qui est limitee par EDF. Il faut done que les 
deux parties a et 5 de la ligne ADB soient egales, que CA —(CB, et 
que les deux parties ÜADC et CBDC de la figure entiere CADBC 
soient egales. 

On demontre de la m&öme maniere, que ces moities CADC et CBDC 
sont divisces en parlies €egales par les dreites C@ et CH, qui divisent les 
angles AUD et BUD en parties €gales, et qui rencontrent les lignes « 
et d dans les points @ et AH (ni ces points, ni les droites C@ et CH ne 
sont marques dans la figure); de cette maniere la figure est divisce en 
quatre parlies Egales, et il faut, que CA sot =CD=CB. En soumet- 
tant ces quatre quarts aux m@me raisonnements, on parvient au r&sultat 
A=0G=CD=CH=ÜCB etc.; ce qui nous autorise a conclure, que 
tous les points de la ligne ADB sont a egale distance du sommet C, ce 
qu'il sagissait de demontrer. 

21. Nous nallons pas entrer dans d’auires details relativement A 
cette methode, eomme tout le reste peut Etre deduit de ce dernier theoreme 
(20). Effectivement on peut en deduire les theoremes sur le demi-cercle 
et le cerele entier, en egalant langle Ü respectivement a z et a 27. On 
y rattachera ensuite les theoremes sur les segments de cercle, les parties 
de cercle, les polygones, comme on a fait dans le premier memoire. *) 
On aurait pu remplacer, ou faire preceder le theor&me (20) par le ih&oreme 
sur le cerele, que lon aurait demontre de la maniere suivante: 

De toutes les figures planes et isoperimetriques le cercle est celle 
dont Vaire est un maximum; et de toutes le figures planes et equiva- 
lentes le cercle a le plus petit perimetre. 


*) Le theoreme auxiliaire (n° 1 ou n°12 de ce memoire, ou n® 3 du memoire 
preceedent ) qui est indispensable pour quelques-unes de ces propositions, peut @tre 
deduit du thcoreme fondamental (18, 1.) de la maniere suivante. On se figure au-dessus 
de la meme base Ab, et du m&me cöte de cette base, deux triangles ACB et ADB 
dans lesquels la somme des cötes est la me&me, et dont le premier est isocele; en aura 
done AU+-BC=2AC = AD+BD. On peut construire du m&me cöte de la base 
un troisieme triangle BD, A, egal a BDA, tel ue BD, =AD et AD, =BD. La 
droite DD, est alors parallele a AB, et si l’on designe le milieu de DD, par F, CF 
sera perpendiculaire a AB. Dans le triangleDAD,, on aua 2AF<ZAD+AD, (18,1), 
et comme 2AC=AD+LD=AD+AD,, on aura encore AC>AF; il faut done 
que le point Ö se trouve au dela de F a partir de la base; la hauteur du triangle ACB 
est done plus grande que celle de ADB ou AD,D, et le meme rapport aura lieu pour 
les aires des ces triangles. 
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1° demonstration. Que l’on simagine une figure d'un perimetre donne, 
dont Yaire soit un maximum. Chaque droite AB = a, qui divise son peri- 
metre en deux parties egales « et ß, divisera aussi la surface en deux 
parties equivalentes aa et aß; car si aß etait <au, on pourrait remplacer 
la ligne 8 par une ligne «,, symetriquement egale a «, et la figure au,, 
isoperimetrique avec «ß serait plus grande que celle-ci, ce qui est con- 
traire a Ubypothese; il faut done que au soit Equivalent a aß. Si ß dif- 
ferait de a,, il existerait entre ß et «, une troisieme ligne Y, plus petite 
que 4(ß+,), par consequent plus pelite que 8, et cependant on aurait 
ay=aß= aa, (19), ce qui serait evidemment encore contraire & !’hypo- 
these; a, et ß ne peuvent donc pas diflerer, c'est a dire, il faut que ß soit 
symetriquement egal a «, et que @ soit un axe de la figure. Mais comme 
la direction de cet axe est tout-a-fait arbitraire, il s’ensuit que la figure 
en question est un cercle. 


2° demonstration. Que lon retranche de la figure & perimetre 
donne, qui est supposee un maximum, un segment a4 au moyen dune 
droite a; que l’on se figure ce segment encore dans une autre position que 
l’on obtiendra en le fesant tourner autour de la perpendiculaire elevee au 
milieu de la corde. Designons par «, Yarc du segment dans cette seconde 
position. Si «, ne se confondait pas avec «, il existerait entre ces deux 
lignes une troisieme ß, telle que 23 <a+u,, dest a dire B<a, et aß 
= aa (19); ce qui est Evidemment contraire A ['hypothese. Il faut done 
que «, se confonde entierement avec «, et que « soit symetrique par rapport 
a la perpendiculaire mentionnee. Il faut done aussi que la figure soit un 
cercle. — Si l’on retranche dans des endroits quelconques de la figure, 
par deux cordes egales a et 5, deux segments au et bß, on peut demon- 
trer par des raisonnements tout-A-fait analogues (en plagant Tun des 
segment sur Yautre), que les ars « et ß sont egaux; ce qui suflit encore 
pour en conclure que la figure est un cercle. 


‚Cinquieme methode pour les figures planes. 


Cette methode se fonde sur le principe de symeirie. Les maxima 
et minima se presentent sous un nouveau point de vue, interessant par 
Vinfluence qu’ils exercent sur la forme des figures. 
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Theoreme fondamental. 


22. I. Chaque triangle scalene ACB (fig. 8) peut etre trans- 
forme en un autre triangle (isocele) ach, dont la base ab est egale a 
celle du triangle donne AB, et qui lui est equivalent, mais dans lequel 
la somme des deux autres cötes est plus pelite que la somme des cötes 
correspondants du triangle donne. Ce nouveau triangle est symetrique 
par rapport a laxe X qui passe par le sommet c et le milieu m de la 
base sur laquelle il est perpendiculaire. 

ll. Ohaque trapeze ADEB (fig.8) peut etre transforme en un 
autre trapeze adeb qui lui est equivalent, dont les cöles paralleles sont 
respectivement egaux a ceux du trapeze donne, c'est a dire ab= AB 
et de=DE, mais dans lequel la somme des deux autres cötes est plus 
petite que la somme des cotes correspondants du premier trapeze, c'est 
a dire ad+be<AD+BE. Ce noweau trapeze sera symetrique par 
rapport a Taxe X qui passe par les milieuz m et n des cöles paralleles, 
sur lesquels il est perpendiculaire. 

La demonstration de la premiere partie est simple et generalement 
connue; la seconde partie peut y Eire raltachee comme corollaire. 

Le theor&eme I. reste encore exact pour le cas particulier, ou AB 
est =DE, c'est a dire pour le cas ou ADEDB est un parallelogramme, et 
par consequent adeb un rectangle. 

23. A laide du theoreme precedent un polygone convexe. quel- 
conque P peut Etre transforme en un polygone &quivalent P,, symetrique 
par rapport a un axe A, et d’un perimetre plus petit que P. Choisissons, 
pour fixer les idöes, les exemples suivants: 

1°. Soit triangle ABC (Planche IV, fig. 9) le polygone en question. 
On abaisse des sommets de ce triangle sur un axe arbitraire X les per- 
pendiculaires Aa, Bb, Cc, on transporte la partie BD d’une de ces per- 
pendieulaires, qui se trouve dans linterieur du triangle, dans une position 
symetrique par rapport a laxe A, de maniere que dd=BD et be= ed; 


le quadrilatere abcd est Equivalent au triangle ABC, et d'un perimetre 
plus petit; car on sait que les triangles BAD et BCD sont respectivement 
equivalents a bad et bed, et we ab >Zad<AB-+AD et cd +ced< 
CB+CD (22,1.) 

Au moyen d’un nouvel axe Y, perpendiculaire a X, le quadrilatere 
abcd peut eire transform& en un quadrilatere &quivalent «ßyo, dont le 
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perimetre est encore plus petit, et qui est symetrique par rapport aux deux 
axes; les quatre cötes de ce quadrilatere sont par consequent egaux entre 
eux (le quadrilatere est un rhombe), et le point diintersection & des axes 
est son centre. 

Un triangle donne quelconque peut done etre transforme au moyen 
de deux axes perpendiculaires !un a lautre, X et Y, en un rhombe equi- 
valent aß yo, de perimetre plus petit. 

Cette transformation peut Eire eflectuee au moyen d’un seul axe; 
car lorsque le triangle ABC est divisee en deux parties @quivalentes par 
la perpendiculaire BDe (ce qui a lieu des que AD = DC), le quadrilatere 
abcd est un rhombe. 

2°. Soit le pentagone ABCDE (fig. 10) le polygone en question; 
on le transformera par un procede analogue au moyen d’un axe X en un 
octogone abe,cdc,eb, equivalent au pentagone, mais d’un plus petit peri- 
metre (les triangles et les trapezes correspondants des deux figures ont 
respeclivement entre eux les relations etablies au n’ 22.). — On trans- 
forme, cet octogone, au moyen d’un nouvel axe Y, perpendiculaire a X, en 
un dodecagone @quivalent et de plus petit perimetre, qui aura pour centre 
le point d’intersection des deux axes. 

3°. De cette maniere un polygone convexe quelconque P de m cötes 
peut &tre transforme au moyen d'un premier axe A, en un polygone syme- 
trique P,, equivalent et de plus petit perimetre, qui sera en general et tout 
au plus de 2m —? cöles; ce polygone peut Etre transforme au moyen d’un 
autre axe arbitraire A, en un second polyone symetrique P, de tout au 
plus 22m —2)—2 cötes; en continuant de la m&eme maniere, on parvient 
au moyen du n""* axe Ä, a un polygone symetrique de tout au plus 
2" (m—2)-+2 cötes, Eequivalent A tous ceux qui precedent, et d’un plus 
petit perimetre. Si lun de ces axes est perpendiculaire a celui qui precede, 
p-e. Ä, perpendiculaire a Ä,, le polygone P, aura un centre (le point 
diintersection des deux axes), ei tout au plus. 2(2m—4) cötes; dans ce 
cas tous les polygones que l’on obtient par la suite P,, P,, .... P,, ont 
un centre et deux axes de symetrie perpendiculaires, quelle que soit la 
position des axes ulterieurs A,, Al, .... Ä,. 

24. 11 resulte de ces exemples une methode pour {ransformer un 
polygone convexe quelconque P en un autre polygone P, equivalent, mais 
d’un plus petit perimetre et d’un plus grand nombre de cötes. Plus on 
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repete ces transformations, plus le nombre des cötes devient grand, et les 
cöt&s eux-m&mes deviennent petits; lorsqu’on s’imagine ces transforma- 
tions repetees indefiniment, le nombre des cötes devient infiniment grand 
et les cötes eux-memes deviennent infiniment petits; le polygone P, s’ap- 
proche donc de plus en plus d’une courbe, ou plutöt il se transforme en 
une courbe. 

De la m&me maniere chaque courbe fermee et convexe P peut £tre 
regardee comme un polygone d’un nombre infiniment grand de cötes infini- 
ment petits, et peut @tre iransformee par un procede analogue, au moyen 
d’un axe de position arbitraire Ä,, en une autre courbe P, de meme aire, 
mais d’un plus petit perimetre, symetrique par rapport a laxe X,. Au 
moyen d’un second axe A,, perpendiculaire & X,, on parvient & une autre 
courbe equivalente, d'un perimetre plus petit encore, qui sera symetrique 
par rapport ä deux axes, et qui aura par consequent le point d’intersection 
de ces deux axes Ü pour centre. Au moyen d’aufres axes arbitraires X,, 
X,, »... on obtient d’aufres courbes Equivalentes P,, P,, ...., dont les 
perimetres deviennent de plus en plus petits, et dont chacune a un centre 
et au moins deux axes de symetrie perpendiculaires un a lautre. Par un 
choix convenable des nouveaux axes la difference entre le plus grand et 
le plus petit diametre de la courbe diminuera de plus en plus. *) 

On conclut de ce raisonnement quune figure convexe et fermee 
quelconque P, soit recliligne, soit eurviligne, soit rectiligne en partie et 
curviligne en partie, peut Eire transformee en une aufre figure &quivalente, 
mais de plus petit perimetre, tant que dans un certain sens elle n’a pas 
encore d’axe de symetrie. Si la figure donnee, ou si une des figures ob- 
tenues par les transformations, est symetrique par rapport & tous les axes, 
quelle que soit leur direction, elle reste constante par rapport & laire et 
le perimetre dans toutes les transformations ulterieures, ou, pour parler avec 
plus d’exactitude, il n'y a plus de transformation possible, car toutes les 
nouvelles figures seront @gales a la figure donnee. 








%) De cette maniere une ellipse P peut &tre transformee par un seul axe con- 
venablement choisi en un cercle dont tous les diametres sont egaux. Cara et 5b 
etant les moities des deux axes de l’ellipse, on n’a qu’a construire une droite r=Y(ab), 
a porter cette droite comme rayon dans Fellipse, et a mener l’axe X perpendiculaire- 
ment sur ce rayon; la nouvelle figure P, sera un cercle. Comme le rayon r peut 
etre port en deux sens differents, l’axe A qui satisfait & la condition peut avoir deux 
positions differentes. 
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Une pareille figure qui a des axes de symetrie dans toutes les di- 
rections a aussi un centre par lequel tous ces axes passent; car d’apres 
ce que nous avons vu plus haut, il suffit deja de deux axes de symeirie, 
perpendiculaire Yun & l'autre, pour quiil existe un centre. Encore tous ces 
axes seront-ils egaux entre eux. Car en prenant arbitrairement deux 
axes X et Y de cette figure (fig. 11), on n’a qu’a tirer laxe Z, qui fasse 
des angles egaux = avec les axes X et Y; au point extreme A de 
laxe X il correspondra par rapport a laxe Z un point D, situ en meme 
tems dans le perimetre de la figure P et dans laxe Y; D sera donc le 
point extreme de Y, et les demi-axes CA et CD seront &egaux entre eux, 
de meme que les axes entierss AB et DE. Il n’existe done qu'une seule 
figure qui ait des axes de symetrie dans toutes les directions possibles; 
cette figure est le cercle. 


25. On deduit de ces eonsiderations le theoreme fondamental suivant: 


Theoreme fondamental. 


De toutes les figures qui renferment des surfaces equivalentes, le 
cercle a le plus petit perimetre; et reciproquement: de toutes les figures 
isoperimetriques, le cercle renferme la plus grande surface. 

Car soit P une figure qui renferme une surface de grandeur prescrite, 
et dont le perimetre soit un minimum, il faut qu’elle soit symetrique dans 
tous les sens, c’est a dire quelle soit un cercle. Car si dans un certain 
sens elle n’etait pas symetrique, elle pourrait Eire transformee a Yaide d’un 
axe A mene dans ce sens dans une figure @quivalenie et d'un perimetre 
plus petit, ce qui serait contraire a l’hypothese. 

26. Par rapport aux considerations du n? 24 on peut encore pro- 
poser la question suivante: 

Quelle forme une figure peul-elle avoir, qui a deux axes de sy- 
metrie, lesquels forment entre eux un angle «a, et dont chacun ne ren- 
contre le perimetre de la figure qu’en deux points? 

La discussion de cette question mene au resultat suivant: La figure 
a en general encore d’autres axes; selon que « et 7 sont commensurables 
ou zncommensurables le nombre de ces axes sera fini et determine, ou il 
sera indefini. 

I. Lorsque « et = sont commensurables, et que @:z=1:m (m 
designaut un nombre entier), la figure a en, tout m axes de symetrie, qui 
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se rencontrent tous en un point C, et dont les parties comprises entre C 
et le p@rimetre sont alternativement €gales, pourvu que l’on procede dans 
l'ordre dans lequel elles se succedent autour du point ©.%*) Le perimetre 
de la figure se compose de 2m parties egales, dont chacune est comprise 
entre les points extremes de deux parties d’axes se succedants immediate- 
ment, tournees dans le m&me sens. Une de ces parties du perimetre peut 
ötre prise a volonte, soit droite, soit courbe; mais des quelle est determinee, 
les autres le sont egalement, comme elles sont toutes egales entre elles. 
Du reste il y a encore deux cas a distinguer, selon que m est un nombre 
pair ou impaır. 


1°. Si m est pair, Ü est le centre de la figure, et les axes sont 
alternativement egaux. 

2°. Si m est impair, tous les axes sont egaux, mais ils sont tous 
divises au point Ü en deux parties inegales; ces parties, comparees dans 
l’ordre indique, sont alternativement egales. 

II. Si a et z sont incommensurables, le nombre des axes de syme- 
trie est infiniment grand; il y en a donc dans tous les sens, ce dont on 
conclut que la figure est un cercle. 

Lorsqu’on prend dans le perimetre de la figure un point quelconque 
P, il existe un autre point P, du perimetre qui correspond a P par rapport 
a un des axes, p.e. par rapport a X, et lona CP=CP,;; au point P, 
il correspond par rapport a laxe Y un point P,, et lon a CP, =CP,; 
au point P, il correspond par rapport a laxe X un point P,, a celui-eci, 
par rapport a l’axe Y, un point P,, et ainsi de suite jusqu’a linfini. Cette 
suite de points epuise, pour ainsi dire, la circonference, et comme ils sont 
tous a egale distance du point d’intersection des axes ©, il en resulte que 
la figure est un cercle dont CE est le centre. 


Des figures A trois dimensions. 


Les corps prismatiques. 


27. De tous les prismes de meme hauteur construits sur la meme 


base, c'est le prisme .droit qui a la plus petite surface laterale, et par 


“) 








) Lorsquion a la proportion @e:zr—=n:m, dans laquelle n designe egalement 
un nombre entier, la figure a encore m axes, entre les parties desqueis la meme rela- 
tion subsiste toujours; seulement les axes X et Y ne se succedent plus immediate- 
ment, ıl y a au contraire an — IL axes entre eux. 
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consequent la plus petite surface totale; et reciproquement: de tous les 
prismes de surface equivalente construits sur la meme base, c'est le 
prisme droit qui a la plus grande hauteur et le plus grand volume. 


La justesse de ce th&or&eme est Eevident lorsque la base est un poly- 
gone. Si la base est une courbe, et que par consequent le prisme se 
transforme en cylindre, on n’a, pour demontrer le theoreme, qu’a regarder 
la base comme limite d’un polygone inscrit ou circonscrit. 


28. La surface laterale d’un prisme droit est equivalente a un 
reclangle dont la hauteur et la base son respectivement egales a la hau- 
teur du prisme. et au perimetre de la base. 


Le volume d’un prisme quelconque est equivalent au produit de 
la base par la hauteur. 


29. I. De tous les prismes de n cötes c’est le prisme droit et 
regulier qui a la propriete d’avoir: 

1° la plus petite surface laterale, les bases etant equivalentes et les 
hauteurs etant egales. 

2° la plus grande base et le plus grand volume, les surfaces laterales 
elant equivalentes et les hauteurs etant egales. 

3° la plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les 
surfaces laterales etant respectivement equivalentes; et finalement 

4° la plus petite base et la plus grande hauteur, les surfaces lalerales 
et les volumes eltant respectivement equivalents. 


II. De deux prismes droits et reguliers celui dont le nombre des 
cötes est le plus grand a la propriete d’avoir: 

1° la plus pelile surface laterale, les bases elant equivalentes et les 
hauteurs elant egales. 

2° la plus grande base et le plus grand volume, les surfaces laterales 
elant equivalentes, et les hauteurs elant egales. 

3° la plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les 
surfaces lalerales etant respectivement equivalentes. 

4° la plus petite base et la plus grande hauteur, les surfaces laterales 
et les volumes etant respeclivement equivalents. 


II. De tous les corps prismatiques c’est le cylindre droit qui «a 
la propriete d’avoir: 
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1° la plus petite surface laterale, les bases etant equivalentes, et les 
hauteurs etant egales. 

2° la plus grande base et le plus grand volume, les surfaces laterales 
etant equivalentes, et les hauteurs etant egales. 

3° la plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les 
surfaces laterales elant respectivement equivalentes. 

4° la plus petite base et la plus grande hauteur, les surfaces laterales 
et les volumes etant respectivement equivalents. 

Demonstration. D’apres ce qui a ete dit au n°27 il ne peut ätre 
question dans tous ces cas que de prismes droits. Dans cette supposition 
les demonstrations des cas particuliers se feront comme suit: 

I. 1°. La surface laterale etant equivalente a un rectangle dont la 
hauteur et la base sont respectivement @gales a la hauteur du prisme et au 
perimetre de sa base (28), et cette hauteur etant donnee, il resulte que la 
surface laterale devient un minimum en möme tems que le perimetre de la 
base, ce qui a lieu, lorsque la base est reguliere. 

2°. La hauteur et la surface laterale etant donnees, le perimetre de 
la base est connu, et il devient un maximum, lorsque la base est regulicre. 

3° La surface laterale etant donnee, la hauteur devient un maximum, 
lorsque le perimetre de la base est un minimum, c’est a dire lorsque la 
base est reguliere. 

4°. Nous observons d’abord que: Dans chaque prisme droit le vo- 
lume divise par la surface laterale est egal a la base divisee par son 
perimetre. Comme les deux premieres de ces quaire grandeurs sont don- 
nees, il resulte que leur quotient g est constant; il faut donc que la base 
et son perimetre grandissent en meme tems, et diminuent en m&@me tems 
(car leur quotient est le möme). Que l’on se represente pour le moment 
laire de la base comme donnee, son perimetre est un minimum, et par con- 
sequent le quotient un maximum, lorsque la base est reguliere. Mais pour 
chaque polygone regulier ce quotient est egal au rayon du cercle inserit, 
et diminue ou augmente par consequent en me&me tems que l’aire du poly- 
gone diminue ou augmente; il n’existe done qu’une seule base reguliere 3, 
pour laquelle ce quotient puisse @tre egal a y. Mais comme toute autre 
base plus petite que B, soit reguliere, soit irreguliere, a un quotient plus 
petit, il ne peut pas @tre question d’elles, (car il faut que le quotient soit 
= 4); la base B est par consequent un minimum. On peut aussi faire 
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usage du raisonnement suivant. Observons d’abord que: Le volume d’un 
prisme requlier et droit est mesure par la moilie du produit de la sur- 
face laterale par le rayon du cercle inscrit ü la base. Soit P un prisme 
quelconque qui ait la surface laterale et le volume voulus, soit P, un poly- 
gone regulier et droit dont la base et la surface laterale soient respectivement 
equivalentes a la base et la surface laterale de P,, on aura (3°) P,>P. 
Pour que P, diminue jusqua ce que P,A=P, la surface laterale restant 
constante, il faut que le rayon de sa base, par consequent aussi sa base. 
diminue; de la resulte la justesse du theoreme. 

1. La demonstration des quatre propositions enumerees sous 11. 
se ratiache a celle des propositions de I, pourvu que Yon ait egard au 
iheoreme du n°26 du premier memoire. 

II. Les quaire propositions enoncees sous Ill. sont une conse- 
quence immediate de celles de Il. 

Remarque. De meme que les propositions precedentes se fondent 
sur des proprietes des figures planes diseutees plus haut, un grand nomhre 
d’autres propositions sur les prismes peuvent Etre deduites de propositions 
analogues sur des figures planes. De cetie maniere on peut p.e. etendre 
immediatement toute la suite de propositions sur les figures planes, con- 
tenues dans le premier memoire, aux prismes droits de hauteur prescrite, 
qui ont la figure plane en question pour base; etc. Mais comme ces pro- 
positions ne contiennent rien de proprement ster&ometrique, il suflit d’avoir 
signale leur existence. 

30. De tous les primes quadrilateruux cest le cube qui a la pro- 
priete davoir le plus grand volume, la grandeur de la surface elant pre- 
scrite, et la plus pelite surface, la grandeur du volume etant prescrite. 

Que l’on se figure un prisme quadrilateral de surface prescrite dont 
le volume soit le plus grand possible; si l’on se represente pour le moment 
la grandeur de la surface laterale et celle de la base comme donnces se- 
parement, il faut que ce prisme soit droit et regulier, c’est a dire il faut 
que ce soit un parallelepipede qui a un quarre pour base. Mais comme 
chacun des deux autres couples de faces paralleles peut €ire pris pour 
bases, il faut que ces faces soient egalement des quarres; le prisme en 
question sera donc un cube. 

Remarque. Par rapport aux considerations ulterieures nous fesons 
resortir ici les proprietes characteristiques suivantes: 
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I. Dans le plus grand des prismes quadrilatraux qui ont une sur- 
face prescrite, la surface laterale est le double de la somme des deux bases, 
cest a dire la surface laterale est egale a deux tiers et chacune des deux 
bases egale a un sixieme de la surface entiere. 

Il. Ce prisme est eirconscrit a une sphere qui touche chacune des 
six faces de ce prisme dans son centre de gravile. 


31. Par les expressions: 


1°. Un polygone ou un prisme donne quant a son espece, nous 
eniendrons par la suite que le nomhre des cötes du polygone, ou que le 
nombre, lespece et la suite des faces (par consequent aussi le nombre et 
l’espece des angles solides) du polyedre sont donnes. 

2°. Un polygone ou un polyedre donne quant a la forme, nous 
entendrons qu'il doit &tre respectivement semblable a un polygone ou & un 
polyedre donne. 


32. I. De tous les prismes de n cötes de surface prescrile, celwi 
qui est droit et requlier, et dont la base est un sixieme de la surface, 
a le plus grand volume. Ce prisme particulier est circonscrit a une 
sphere qui touche chacune de ses faces dans son centre de gravile. 

I. Si: lon substitue au nombre n des cöles successivement les va- 
leurs 3, 4, 5, 6, ...., le volume des prismes correspondants grandit tou- 
jours, la grandeur de la surface restunt la meme; et reciproqguement:s la 
grandeur de la surface diminue, le volume conservant la meme grandeur; 
ce dont il resulte que: 

III. De tous les corps prismatiques le cylindre droit dont la sur- 
füce est quatre fois plus grande que la base, dest a dire le cylindre dont 
la hauteur est egale au diamelre de la base est par rapport a son volume 
un maximum mazximorum, la surface etant de grandeur prescrite; et il 
est par rapport a sa surface un mintmnum minimorum, le volume etant de 


grandeur preserite. 

Demonstration. Il resulte de ce qui precede (29) qu'il ne peut &ire 
question que de prismes droits et reguliers. 

Que l’on se represente pour la demonstration de I. deux prismes droits 
et reguliers, Iun (P,) de n cötes, et l’autre (P,) de quatre cötes, de hau- 
teurs egales et de bases eirconserites au meme cercle. Les volumes des 
deux prismes, leurs surfaces et leurs bases sont alors respectivement dans 
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le rapport des perimetres des bases. La surface de P, est par consequent 
determinge en meme tems que la surface de P,, et si par un changement 
simultane des deux prismes le volume de P, devient un maximum, le vo- 
lume de P, le sera egalement; il faut done que P, ait la propriete Enoncee 
dans le th&or&me, comme la propriet& analogue a lieu par rapport a P.. 

La demonstrations de II. et IH. decoulent sans diffieulte de ce que 
nous venons de dire. 

33. La base d’un prisme triangulaire etant donnee quant a sa 
forme (31), et la somme des deux bases et d'une des trois faces laterales 
etant de grandeur prescrite, le volume est un maximum lorsque le prisıne 
est droit (ou que du moins les bases sont perpendiculaires a la face late- 
rale mentionnee) et que chacune des deux bases est un sixieme de la 
somme prescrile. 

Demonstration. Soit ACB (fig. 11) la base du prisme P,, que 
nous supposons droit, donnee quant a sa forme, mais non pas quant a sa 
grandeur; soit AB le cöte au-dessus duquel se trouve la face laterale 
dont la somme avec les deux bases est d’une grandeur prescrite S; soit ©, 
le sommet du triangle, le centre d’un quarr& DEFG dont un cöte DG se 
trouve dans la me&me direction que la base AB du triangle; soit DEFG 
la base d’un prisme droit P, qui ait la meme hauteur que P,, et qui change 
en m&me tems que celui-ci. Les volumes des deux prismes P, et P,, de 
meme que leurs bases, seront respectivement entre eux comme la base AB 
est au perimetre du quarre DEFG; mais le m&eme rapport a lieu entre la 
partie prescrite S’ de la surface de P, et la surface totale de P,; il s’en- 
suit donc que la surface de P, est donnde, des que S est fixe, et que P, 
devient un maximum en meme tems que P,; ce dont on peut deduire la 
proposition Enoncee. 

Ce theoreme peut @ire inverti, savoir: si au lieu de la somme S$, 
le volume du prisme est d’une grandeur prescrite, il siensuit sous les m&emes 
conditions que la somme S est un maximum. — La plupart des proposi- 


tions qui vont suivre, peuvent Eire inverlies analoguement. 

34. Etant donnees la base d’un prisme de n cöles quant a sa 
forme, et sa surface totale quant a sa grandeur, le volume est un maziınum 
lorsque le prisme est droit et que sa base est un sixieme de sa surface. 

La demonstration de cetie proposition resulte de celle du n’ 33. ©®n 
na qu’a se representer outre le prisme droit P,, dont la base D, est de Ia 

28° 
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forme prescrite, un prisme triangulaire droit P,, de m&me hauteur et de 
base equivalente, tel que l’un des cötes AB de la base ABC de P, soit 
egal au perimetre de la base B,; etablissons encore que cette base ABC 
ne change pas de forme. Les deux prismes ont alors le m&me volume, 
et la somme SS’ des deux bases de P, et de la face laterale au-dessus de 
AB est @quivalente a la surface voulue de P,; ce dont resulte, d’apres 33, 
la verit& de la proposition. 


35. I. Etant donnee la surface totale d'un prisme de u cötes, d 
lexception d’une base, le volume est un maximum lorsque le prisme est 
droit et requlier, et que la base est equivalente ü la moitid de la surface 
laterale. Si Ton egule n successivement ü 3, 4, 5, .... les volumes des 
plus grands prismes vont toujours en croissant, de maniere que le cylindre 
droit est le maximum mazximorum. 


II. La meme partie de la surface lotale etant donnee, et la forıne 
de la base etant prescrite, le volume du prisme est un maximum, lorsque 
le prisme est droit, et que la base est equivalenle ü la moitie de la sur- 
face totale. 


Ces deux cas r6sultent immediatement des theoremes precedents, 
pourvu que l'on regarde ce prisme comme la moitie d’un autre prisme, le- 
quel est divise en deux parties egales par la base non-donnee, de maniere 
que l’autre moitie se trouve au-dessous de ce plan. 


36. I. Etant donnee la surface tolale d’un prisme de n cötes, a 
lexception d’une seule face lalerale, son volume est un maximum, lorsque 
le prisıne est la moitie d’un prisme droit et requlier, lequel est divise en 
deux parties egales par la face non-donnee, et que la base est un sixcieme 
de la partie prescrite de la surface. 


II. La forme de la base etant donnee, et les autres conditions 
restant les memes, le prisme est un maximum, lorsquil est droit, et que 
la base est un sixieme de la partie prescrite de la surface. 


37. I. Etant donnee la surface d’un prisme de n cütes, a lex- 
ception d’une base et d’une face laterale, le prisme est un maximum lors- 
qwil est la moitie d’un prisme droit et requlier, lequel est divise en deux 
parties egales par la face laterale non-donnee, et que la base est un 
tiers de la partie prescrite de la surface. 
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H. Lorsqwauxz conditions enoncees on ajoute encore celle, que la 
base soit donnee quant a la forme, le prisme est un maximum, Tlorsquwil 
est droit et que la base est un liers de la parlie prescrite de la surface. 


On peut encore deduire de ce qui pr&ecede quelques autres proposi- 
tions du m&me genre. Nous citons comme exemple la suivante: 


li. Etant prescrite la forme de la base d’un prisme, et elant 
donnee la somme de la base et d’une face laterale, le prisme est un ma.xi- 
mum lorsque la face laterale en question est perpendiculaire a la base, 
et deux fois plus grande que celle-ci. 

Dans ce cas il n'est par necessaire que les autres faces laterales 
soient perpendiculaires a la base, c’est a dire que le prisme soit droit. 


38. Que l’on se represente une colonne prismatique indefinie quel- 
conque. 


1°. Lorsqu’on coupe cette colonne par des plans quelconques non- 
paralleles aux aretes, les figures d’intersection sont des triangles A, B, 
C, .... dont les centres de gravite a, 5, c, .... se trouvent tous dans une 
certaine droite Q parallele aux aretes de la colonne. 


2° Lorsqu'on fixe deux de ces sections, p. e. A et B, on obtient un 
corps prismatique dont le volume est mesur& par le produit de l'une des 
deux bases (A ou BD) par la perpendiculaire abaissee sur elle du centre 
de gravite (d ou a) de l’autre base.”) De la on peut deduire que: 

3°. Lorsque lune des deux bases, p.e. A, est fixee, et que l’autre, 
B, se meut arbitrairement autour du point Ö, lequel restera toujours centre 
de gravite du triangle variable B, le volume du corps est constant, car ni 
la base A, ni la perpendiculaire abaissce sur elle du point d, ne changent; 
et reciproquement: le volume du corps etant donne, il faut que la base 3 
passe dans toutes ses positions diflerentes possibles par le meme point fixe 
b, lequel sera toujours son centre de gravite. La base B et la perpen- 
diculaire abaissee sur elle du point « changent simultanement de grandeur, 
mais en sens inverse; la perpendiculaire est un maximum lorsquelle se con- 





*) Cette propriete est enoncee ordinairement de la maniere suivante: Le volume 
est egal au produit de l’une des bases par le tiers de la somme des perpendiculaires 
abaissces sur elle des trois sommets de l’autre base; mais la perpendiculaire abaissce 
du centre de gravit& de cette base est &gal au tiers de la somme des trois autres 
perpendiculaires. 
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fond avec la droite ab, il faut done que la base B devienne un minimum 
lorsqu’elle est perpendieulaire a la droite Q ei aux aretes de la colonne. 


39. Des proprietes enoncees pour la colonne triangulaire (38) on 
parvient successivement a des proprietes analogues pour les colonnes qui 


ont 4, 5, 6, .... 0% faces, le cylindre y compris; ces proprietes peuvent 
etre enoncees de la maniere suivante: 


1°. Une colonne prismatique indefinie quelconque (le cylindre y 
compris) elant coupee par des plans quelconques non-paralleles aux are- 
tes, le lieu des centres de gravile a, b, c, .... de toutes ces figures d’inter- 
secion A, B,C, ...., est une droite five Q, parallele aux aretes. 


2°. Le volume de la partie de cette colonne limilee par deux de 
ces plans A el B est egal au produt de Tune ou de lautre des deux 
bases (A et B) par la perpendicularre abuissee sur elle du centre de gra- 
vite (b ou a) de Tautre base. — Lorsque les deux bases A et B se ren- 
contrent duns Üinterieur de la colonne, le corps se compose de deux 
parties dont ıl faul regarder Üune comme negative; si dans eelte suppo- 
sition les deux centres de gravild a et b se confondent, les deux parlies 


sont equivalentes en volume; le volume du corps entier sera done = (, 
comme la perpendiculaire est =. 


3°. Lorsque Tune des deux bases A reste fire, landis que l’autre 
tourne arbilrairement aulour de son centre de gravite bh (lequel reste ltou- 
jours son centre de gravite), le volume du corps est constant. Si c'est 
au conlraire le volume du corps et la base fire A (ou seulement son 
centre de gravile a) qui sont donnes, la position et la grandeur de Tautre 
base B restent indeterminees, mais dans toules ses positions cette base 
passe par le point b, qui est toujours son centre de gravite. L’aire de 
celte base B est un minimum lorsqwelle est perpendiculauire aux aretes 
de la colonne; c'est adire: de tous les plans qui coupent la colonne don- 
nee, celui qui est perpendiculaire a Tarete forme une figure d’intersection 


dont laire est un minimum. Plus le plan s’ecarte de cette position, plus 
laire de cette figure devient grande. 


La colonne et le volume du corps limite lateralement par cette co- 
lonne elant donnes, on pourrait demander les conditions sous lesquelles la 


surface (otale ou la surface laterale devient un minimum. — La reponse 
resulie des considerations suivantes: 
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Les centres de gravitC des contours de toutes les coupes perpen- 
dieulaires se trouvent dans la droite 4°*) qui est parallele aux arctes (et ä 
la droite Q). Soient & et ß les points d’intersection de cette droite avec 
deux bases arbitraires A et B; designons par P le contour de la section 
perpendiculaire; la surface laterale sera = aß.P. Lorsque les bases A 
et B tournent arbitrairement aulour des points fixes « et ß, la surface la- 
terale est constaute; elle se compose de deux parties dont une doit &tre 
regardee comme negalive, lorsque A et B se rencontrent dans linterieur 
de la colonne, et elle devient = 0, lorsque a et ß se confondent. Dans 
tous ces cas le volume du corps peut grandir ou diminuer A volonte, comme 
la distance des points a et 5 dans lesquels A et B rencontrent la droite 
0 est arbitraire. Si au contraire les points @ et 5 sont fixes, et que par 
consequent le volume soit constant, il est evident que la surface laterale 
peut prendre chaque grandeur voulue, selon la grandeur de la ligne aß. 
Lorsqu’en particulier les droites Q et g se confondent, et que les bases A 
et B passent par deux points fixes a et d (ou « et ®) de ces lignes, le 
volume reste constant de m&me que la surface laterale, quelle que soit la 
position des bases. — Mais Q et g se confonderont entre antres dans les 
cas suivants: 1) lorsque la colonne est reguliere, c’est a dire lorsque la 
section perpendiculaire aux aretes (et a Q) est un polygone regulier; 
2) lorsque Q est un axe central de la colonne, c’est a dire lorsque chaque 
section esi un polygone qui a un centre (et par consequent un nomhre pair 
de cötes). Le cylindre elliptique presente un exemple du second cas. 

Si en parliculier les plans d’intersection (les bases A et B) sont 
paralleles, on deduit encore les propositions suivantes: 

4°. Etant donnees la colonne prismatique et la distance des plans 
dinterseclion paralleles, le volume du corps prismalique est un minimum, 
lorsyque ces plans sont perpendiculaires aux aretes de la colonne. 





*) Pour chaque systeme de sections paralleles les centres de gravit& des contours 
se trouvent dans une droite parallele aux aretes de la colonne; mais cette droite change 
en m&me tems que la direction des sections; la propriete en question n’a par cons@quent 
pas lieu pour des sections arbitraires non-paralleles. De la il resulte que la proposition 
enoncee par M, Hirsch dans son ouvrage: „Sammlung geometrischer Aufgaben” Vol.H, 
pg. 216, $. 163. n° 4, n’a pas en general lieu, de m&me que plusieurs autres propositions 
du meme ouvrage relatives aux surlaces des corps et basees sur la proposition indiquee; 
p. e. les propositions des $. 163, n°5, 6; 8.164; $.191; $.192. La proposition du 
8.175 est exacte, bien quelle resulte d’un principe qui ne l’est pas. Les propositions 
des $.176 et $. 177 ne sont pas assez clairement Enoncces pour quwon puisse dire si eiles 
sont exactes ou non. 
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5,. La colonne elant circonscrite a un sphere, et les bases A et 
B devant toucher egalement cette sphere, le corps est un minimum sous 
les memes conditions. 

6°. De tous les prismes de n cötes circonscrits ü une sphere, celui 
que est droit et regulier a le plus petit volume, la plus petite surface to- 
tale, la plus petite surface laterale et la plus petite base. Enfin: 

7°. Si Ton egale n successivement a 3,4, 9 ...., les prismes cor- 
respondants vont en diminuant, autant par rupport a leur volume, que 
par rapport a la surface laterale, la surface totale et la base; de maniere 
que de tous les prismes circonscrits a la sphere cest le cylindre droit qui 
est un minimum minimorum par rapport au volume, ü la base, a la sur- 
face laterale et a la surface totale. 


Des corps pyramidaux. 


40. 1. La base d’une pyramide elant circonscrite a un cercle et 
donnee, et la haulteur (ou le volume) de la pyramide etant egalement don- 
nee, la somme des faces laterales est un minimum, lorsque la pyramide 
est circonscerile a un cöne droit. 

Si au lJieu de la hauteur (ou du volume) c’est la somme des faces 
laterales qui est donnee, Ja hauteur (ou le volume) sera sous les memes 
conditions un maximum. Dans la suite nous allons passer sous silence la 
plupart des inversions de ce genre, 

Demonstration. Designons par B la base donnee, et par C le cercle 
inserit. Que lon se represente au-dessus de C le cöne droit K qui ait 
la hauteur prescrite, et au-dessus de 3 la pyramide eirconscrite, dont nous 
designons les faces laterales respectivement par a, ß, Y, »+.. Que lon 
se represente encore un second cöne A, qui coupe le premier orthogonale- 
ment en C, et qui par consequent se trouve de l’autre cöte de la base; 
nommons chacun de ces deux cönes cöne polaire de Yautre cöne; de- 
signons le cöle du cöne Ak par r. Que lon se represente encore une py- 
ramide p circonscrite a k, qui ait D pour base, ses faces laterales touchent 
la surface de % en des lignes qui sont respectivement perpendiculaires aux 
faces laterales «a, ß, Y, .... de P. Le corps compose des deux pyramides 
P et p peut @tre regard&e comme la somme des pyramides triangulaires qui 
ont respeclivement les faces laterales «, ß, Y, .... de P pour bases, et le 
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sommet de p (ou de A) pour sommet, les hauteurs de ces pyramides sont 
par consequent toutes =2. On a done: 
P+p=4r(a+ß+Y+....) 

Soit P, une troisieme pyramide construite sur la base 3, du meme 
cöte que P, et de m&me hauteur (done aussi de m&me volume) que P; 
P, et p forment un corps qui peut @tre regarde egalement comme la 
somme des pyramides triangulaires qui ont respectivement les faces late- 
rales &, Pi, Yı, » ++. de P, pour bases, et le sommet de p pour sommet; 
les hauteurs de ces pyramides seront en general plus petites que r, et ce 
n'est que dans des cas particuliers que lune ou deux de ces faces peuvent 
etre =r; designons ces hauteurs respectivement par r— 2%, r—y,r—x2,..., 
et nous aurons: 

P,.+P=4r— du +4r—yYß+4r— w)yı+--.. 
= 4ru + ++.) 3a +Yyßı try +), 

done, comme P,=P, on aura 
ra +ß ++...) ra th ++.) au trBteyt ee) 
ce dont on conclut que 


«+ß+y+..-<utPß tYt ---- 


c'est a dire que la somme des faces laterales de P est un minimum. 

I. Le röne K pouvant etre regard&e comme limite de la pyramide 
P, pourvu que l’on regarde le nombre des faces laterales comme infiniment 
grand, et leurs bases (c'est & dire les cötes de B) comme infiniment petites, 
la proposition enoncee a Egalement lieu pour le cöne; savoir: 

De tous les cönes construits au-dessus du meme cercle comme 
base, et de hauteur (de volume) donne, le cöne droit a la plus petite sur- 
face laterale. 

41. I. Lorsque les bases B et B, de deux pyramides respective- 
ment circonscriles a des cercles sont donnees, et que la somme de leurs 
volumes est donnee, la somme de leurs faces laterales reunies ne peut elre 
un minimum qu'aulant que 1° les pyramides sont circonscrites a des coönes 
droits K et K,, et que 2° les cönes polaires K et K, correspondanis re- 
speclivement aux cönes k et k, (40) ont respectivement des cötes egaux 


r up. 
La demonstration de cette proposition, qui est tout a fait analogue 
a celle pour les figures planes (13), ne presente aucune diffieulte, pourvu 
que l’on ait egard a la proposition precedente (40). 
Crelle’s Journal f.d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 29 
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Ce theoreme a encore lieu par rapport au cöne, pourvu que les hases 
donnees soient des cercles; encore peut-on l’etendre immediatement A un 
nombre quelconque de corps pyramidaux; on aura done la proposition suivante: 

Il. Etant donnees les bases dun nombre quelconque de pyramides, 
ces bases etant toutes ou des cercles ou circonscrites ü des cercles; etant 
donnee en outre la somme des faces laterales de toutes ces pyramides 
reunies: la somme des volumes de ces pyramides ne peut elre un maxi- 
mum, quwautant que 1° toutes ces pyramides sont ou circonscrites a des 
cönes droits, ou elles-memes des cönes droits, el que 2° les cönes po- 
laires correspondants a ces cönes ont tous des cöles egaux. 

Il existe un cas particulier de la premiere proposition (1.) qui merite 
Wetre signale, c’est celui, ou les deux pyramides sont construites sur la 
meme base, mais dans des sens opposes, de maniere & former une pyramide 
double. On a par rapport a ce cas la proposition suivante: 

II. Etant donnee la base d’une pyramide double, et cette base 
etant eirconscrite a un cercle; etant donnee en outre la surface de cette 
pyramide double: son volume est un maximum lorsquelle est circonscrile 
a un cöne double droit et symelrique, el que par consequent elle est 
symelrique elle-meme, cest a dire que les deux pyramides dont elle se 
compose sont symetriquement egales. 


42. I. Etant donnees deux cathetes de deux triungles rectangles 
(une cathete de chaque Triangle), et la somme des deux autres cathetes, 
la somme des hypotenuses est un minimum, lorsque les triangles sont 
semblables. 

Soient AB et DE ou a et c (fig. 12.) les cathetes donnees, et soit 
BE la somme donnee des deux autres catlıetes 5 et d; comme les points 
A et D et la ligne BE sont fixes, la somme des hypotenuses <-+y sera 
un minimum, si langle «=, ce qui entraine la similitude des triangles 
ABC et DEU. 

Il. De la similitude des triangles on deduit: 

(a) a:b:z = c:d:y. 

Supposons que: 


ma = m,ä,, me — N,C, 
(B) mb = m,d,, md = n.d,, 
mz = MT,» MY — n,Yı> 


m, m, et n, designant des droites donnees queleonques, la grandeur de a, 
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ei c, est determinee par ces Equations; il nen est pas de meme pour Ö, 
et c, qui ne sont pas deiermines separement, et a l’egard desquels nous 
savons seulement que la somme mn, d, + n,d, est egale a la somme constante 
et donnee m(d+d). Pour ce qui est de 2, et y, nous observons que la 
somme ,2, + 2%,yı devient un maximum ou un minimum en meme tems que 
z+-y, propriete qui resulte de l’equation as, + yı =m(z+y). 

Mais comme en vertu des Equation (a) et (3) on a les proportions 

YV) 4:54: = a:d:yı = u:b:z = c:d:y, 
on peut regarder a,, di, 2, et c,, d,, Yı, comme les cötes de deux tri- 
angles rectangles semblahles entre eux, ei semblables aux triangles rectangles 
formes par a, d, et 2, et par c, d, y. On a donc la proposition plus ge- 
nerale suivante: 

Etant donnees deux catheles a, et c, de deux triangles rectangles 
(un cathete de chaque triangle), et la somme des deux rectangles b,m, 
ei d,n,, formes par les deux autres cathetes bh, et d,, et les droites don- 
nees m, ei n,: la somme des reclangles formes par les deux hypotenuses 
z, et y, et les meömes droiles m, et n, est un minimum lorsque les triangles 
sont semblubles. 

On voit aisement que ce theoreme peut Etre eiendu au cas ou les 
deux triangles ont & la place des angles droits B, et E,, deux angles 
donues quelconques. 1 n’y a alors qu’une seule condition A remplir, c'est 
que les angles «@, et Y,, respeclivement opposes a a, et c, soient &egaux. 

II. Cette proposition peut etire etendue immediatement a un plus 
grand nombre de triangles de la maniere suivante: 

Etant donnees les calhetes a, C, €, .... d'un nombre quelcongue 
de triangles rectangles (une cathete de chaque triangle); etant donnee en 
outre la somme des rectangles des autres calhetes b, d, f,..... avec les 
droites donnees m, n,0,...., c'est ü dire lasomme B=mb+nd-+of-+....: 
la somme des rectangles des hypotenuses zZ, Y, X, -... avec les memes 
droites donnees, dest a dire la somme v=mz+ny-+ox-+...., est un 
maximum, lorsque lous ces triangles sont semblables. 

Lorsqu’en particulier les cathetes donnees sont egales entre elles, 
cest a dire a=c=e...., les triangles sont tous egaux, et on a: b= 
d=efl=..,„ez=y=x....; le minimum u a alors une valeur con- 
stante quel que soit le nombre des triangles , pourvu que les valeurs de 
a,ßee c=m+n+0-+.... ne varient pas. 


29 * 








224 16. Steiner, sur le maximum et le minimum des figures. 


Car la valeur de 5 est determinee par l’equation B=br, et la va- 
leur de & est determinee par a et d, de maniere que u=zr a une va- 
leur constante. 

43. Lorsque de deux pyramides qui ont des hauteurs egales et 
des bases equivalentes et isoperimetriques une est circonscrite da un 
cöne droit, sa surface laterale est plus petite que celle de lautre py- 
ramide, si celle-ci n’est pas circonscrite a un cöne droit. Si au con- 
traire les deux pyramides sont circonscrites ad des cönes droits, leurs 
surfaces laterales sont equivalentes, les cönes sont par consequent egaux. — 
Enfin: Les pyramides circonscrites au meme cöne droit qui ont ou des 
bases equivalentes ou des bases isoperimetriques ont des surfaces late- 
rales equivalentes. 

Designons la hauteur de lune des pyramides en question par «, 
sa base par ß, les cötes de la base par m, n, 0, ....., le perimetre 
m-+-n-o-+.... par a, les perpendiculaires abaissees du pied de la per- 
pendiculaire « sur les cöltes de la base par 5, d, f ...., les hauteurs des 
faces laterales par 2, y, 7, .... et la surface laterale par u: la verite de 
la proposition decoulera sans difficult@ du troisieme cas de la proposition 
precedente (42, III). 

Ce theor&me et le lemme precedent sont düs a Zhuilier, seulement 
il les enonce sous une forme un peu differente. 

44. De toutes les pyramides de n cötes qui ont meme hauteur, 
c'est la pyramide requliere qui a la plus petite surface laterale, les 
bases etant equivalentes, et la plus grande base, par consequent aussi 
le plus grand volume, les surfaces laterales etant equivalentes. — De 
toutes les pyramides de ncötes de bases et de surfaces laterales equi- 
valentes, c’est la pyramide requliere qui a la plus grande hauteur et le 
plus grand volume. Kite. ’ 

La demonstration ne presente aucune difficulte. 

45. De deux pyramides circonscrites d des cönes droits et ayant 
des hauteurs egales et des bases equivalentes, celle dont la base est cir- 
conscrile au plus petit cercle a la plus grande surface laterale. 

Soient P et P, les deux pyramides, « et u, leurs surfaces laterales, 
et soit P la pyramide dont la base est circonscrite au plus grand cercle. 
Que l'on abaisse des centres des cercles inscerits aux bases des perpendi- 
culaires p et p, sur les faces laterales, on aura evidemment p > p,; mais 
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conme P=4pu, P,=#p,u, et d’apres Thypothese P=P,, il sensuivra 
que u U: 

46. Parmi les pyramides requlieres de meme hauteur et de base 
equivalente celle dont la base a le plus grand nombre de cöles a la sur- 
face laterale la plus petite; la surface du cöne droit sera donc un mi- 
nimum (45). Ou bien: Parmi tous les corps pyramidaux de meme hau- 
teur, le cöne droit a la propriete d’avoir une surface laterale minima 
minimarum, le volume etant de grandeur prescrite; et un volume (une 
base) maximum mazximorum, la surface etant de grandeur prescrite. Eie. 

47. 1. De tous les tetraedres dont les surfaces totales sont equi- 
valentes, le tetraedre requlier a le plus grand volume; et de tous les 
tetraedres equivalents en volume il a la plus petite surface totale. 

Car il faut que le corps soit une pyramide reguliere par rapport a cha- 
cune des quatre faces regardees comme base (44); il faut donc que les quatre 
faces soient regulieres, et que par consequent le corps lui-m&me soit regulier. 

On aurait aussi pu rattacher la demonstration a la premiere propo- 
sition sur les pyramides (40). Car en regardant ce corps comme une py- 
ramide, et une de ses faces comme base, il faut quil soit eirconserit & 
un cöne droit, et que les trois faces laterales forment des angles egaux 
avec la base; d’ou l’on conclut que les six angles diedres sont egaux, que 
par consequent les quatre angles triedres sont reguliers et egaux, et que les 
quatre faces sont regulieres et Egales. 

Il. Nous Enongons encore les proprietes suivantes du telraedre re- 
gulier, dont nous tirerons parti par la suite. 

Lorsqu’on regarde une de ses faces comme base, on a les rapports 
suivanls: 

1°. La base est un quart de la surface totale, ou un tiers de la 
‚surface laterale. 

2°. La hauteur 7 d’une surface laterale, ou le cöte du cöne droit 
inscrit & la pyramide est trois fois plus grande que ie rayon x du cercle 
inscrit a la base; on a done !=3r. 

3°. Le diametre d du cercle mentionne est & la hauteur % de la 
pyramide comme 1:2, c'est a dire comme le cöt&e d’un quarre est a sa 
diagonale; car ma? =t—r =8r=2d, done d:h=1:yYN. 

4°. Ja sphere inscrite touche chaque face dans son centre de gra- 
vite, et le ceuire de gravit& de la sphere coincide avec celui de la pyra- 
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mide. La hauteur de la pyramide est donc egale au double du diametre Ö, 
ou €gale au quadruple du rayon p de la sphere inscrite; on aura donc 
r=2d0=4p; puis d:d=1:y?2, et par consequent A:d—=d:d ou 
d’—= hi; etc. 

48. Comme dans des pyramides quelconques circonscrites au meme 
cöne droit, les volumes, les surfaces totales, les surfaces laterales et les 
bases sont respectivement comme les perimeires des bases, on deduit des 
proprietes enumerees (47) du tetraedre les propositions suivantes: 

I. La base d’une pyramide circonseriptible da un cercle etant 
donnee quant a sa forme, et la surface totale etant donnee egalement: 
le volume est un maximum, lorsque la pyramide est circonscrite a un 
cöne droit, et que la base est un quart de la surface; etc. 

II. Parmi les pyramides de n cötes de surface totale equivalente, 
celle-la est un mazimum qui est requliere et dont la base est egale a 
un tiers de la surface laterale, ou bien celle dont tou'es les faces sont 
touchees dans leur centre de gravile par la sphere inscrite; (cette sphere 
a le centre de gravite de la pyramide pour centre, et sun diamelre est 
egal a la moitie de la hauteur de la pyramide). 

III. Lorsquon substilue au nombre n des cötes successivement 
les valeurs 3, 4, 55 ++. ., les volumes des pyramides mazxima correspon- 
dantes vont toujours en croissant, et Von parvient par la au resultat 
suwant: 

Parmi toutes les pyramides (les cönes y compris), le cöne droit 
dont la base est egale a un quart de la surface totale a les deux pro- 
prietes: d’etre un maximum maximorum par rapport d son volume, la 
grandeur de la surface etant donnee; et d’etre un minimum minimorum 
par rapport a la surface, la grandeur du volume etant donnee. — Pour 
ce eöne particulier tous les rapports Enonees (47, II.) pour les grandeurs 
!, r, d, h, g et Ö ont encore lieu, de m&me que la propriete que son centre 
de gravit& et le centre de la sphere inserite se confondent, et que cette 
sphere touche les cötes du cöne dans un point dont la distance au sommet 
est egale a 3 du cöte entier, ou bien que la sphere touche les elements 
de ia surface laterale dans leur centre de gravile. 

IV. Parmi toutes les pyramides de n cötes de surface equiva- 
lente (ou de volume equivalent ) qui sont circonserites d des spheres, 
celle dont le volume est un maximum (ou celle dont la surface totale 
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est un minimum), c'est ä dire celle qui est requliere et dont la base est 
un quart de la surface totale, est circonscrite a la plus grande sphere. — 
Si Von substilue successivement a u les valeurs 3, 4, 5, »..., les sur- 
faces donnees (ou bien les volumes donnes) restant constantes, les spheres 
mazima correspondantes grandissent conlinuellement, et celle qui cor- 
respond au cöne est par consequent un maximum maximorum. 

Desiguons par P le volume de la pyramide, par S sa surface, et 
par g le rayon de la sphere inscrite, on aura l’equation P= }e8, dou 
l’on deduit que, $ elant donne, la plus grande valeur de g correspond & 
la plus grande valeur de P; et P etant donne, la plus grande valeur de o 
correspond & la plus petite valeur de 8. 

V. Parmi toutes les pyramides de n cöles, circonscrites d la meme 
sphere, celle qui est requliere et dont la base est un quart de la sur- 
face totale, a le plus petit volume et la plus petite surface. (IV.) — 8: 
lon substitue ad n successivement les valeurs 3, 4, 5, »».., les pyramides 
minima correspondantes vont toujours en diminuant, aulant par rapport 
a leur volume, quw’ä leur surface totale, pourvu que la sphere reste la 
meme. Il en resulte donc que: Parmi toutes les pyramides circonseriles 
ad une sphere donnee (les cönes y compris), le cöne dont la hauteur est 
egale au double du diametre de la sphere est un minimum minimorum, 
aulant par rapport au volume, que par rapport a la surface. Car tou- 
tes les pyramides minima (le cöne y compris) ont la möme hauteur A = ?%J, 
et leurs bases sont circonscrites a des cercles egaux, d=öyY?, etc. 

49. KEtant donnee la base d’une pyramide triangulaire quant a 
sa forme, etant donnee encore la somme de cette base et d’une face la- 
terale, et y etant ajoutee la condition que les deux autres faces soient 
perpendiculaires ad la base, la pyramide est un maximum, lorsque la 
base est un quart de la somme donnee. 

Cette proposition decoule du n° 47, de la möme maniere que le n’ 33 
decoulait du n’ 31. 

50. Etant donnee la base ß d’une pyramide de n cötes quant a 
sa. forme, etant donnee en outre la somme de sa base et d’une face late- 
rale «a, la pyramide est un maximum, lorsque la base est un tiers de cette 
somme donnee (a=2P), et que cette face laterale est perpendiculaire ü 
la base. 

Cette proposition peut €ire deduite du n° 37, III. 
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51. Pour trouver les proprietes de la pyramide de n eötes qui a le plus 
grand volume, la surface laterale etant donnee, ou la plus petite surface laterale, 
le volume etant donne, on peut parlir, comme nous l’avons fait (47), de la 
pyramide triangulaire, et etendre ces proprietes a toutes les autres pyramides. 

Rappelons d’abord que d’apres ce qui a ete dit (44), une pyramide 
de n eötes de surface laterale dunnee ne peut avoir un volume maximum 
qu’autant quelle est reguliere. Dans les reeherehes qui vont suivre, il ne 
sera done question que de pyramides regulieres. 

Pour la pyramide triangulaire la solution de notre probleme resulte 
directement d’une proposition Enoncee plus haut sur les prismes quadrila- 
(eraux, sans que l'on soit oblige a avoir recours A l'observation que nous 
venons de faire. On peut l’enoncer de la maniere suivante: 

52. I. La somme des trois faces laterales d’une pyramide trian- 
qulaire etant donnee, son volume est un mazımum lorsqu'elle est requliere 
et que langle triedre au sommet est droit; dest a dire lorsque les faces 
laterales sont des triangles rectangles zsoceles, lesquels par consequent sont 
perpendiculaires les uns aux autres. 

Que Ton construise un parallelepipede dont un des angles triedres 
soit egal a langle triedre au sommet de la pyramide en question, et dont 
ies trois aretes soient respectivement €gales au trois aretes laterales de la 
pyramide; la somme des trois faces laterales de la pyramide sera egal ä& 
un quart de la surface totale du parallelepipede, et le volume de la pyra- 
mide sera egal a un sixieme du volume du parallelepipede. Comme le vo- 
Jume d’un parallelepipede de surface donnee est un maximum lorsque le 
parallelepipede est un cube (30), la pyramide ne peut @tre un maximum, 
yu’autant que les conditions enoncees sont remplies. 

II. Enoncons encore les proprietes suivantes des pyramides re- 
gulieres dont !a base est un triangle Equilateral, et dont les faces laterales 
sont des triangles rectangles isosceles: 

1°. La hauteur / des faces laterales (le cöte du cöne droit inserit) 
est au rayon ” du cercle inscrit A la base comme Y3:1, c'est a dire 
comme la hauteur du triaugle isocele est a la moitie du cöte. Le meme 
rapport a Jieu pour la somme des trois faces laterales et la base. 

2°. La hauteur % de la pyramide est au rayon mentionne 7 comme 


En 


y2:1; la hauteur de la pyramide A est a la hauteur des faces laterales / 


conme YI:ıya. 
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3°. Les perpendiculaires abaissees du centre du cercle mentionne 
sur les faces laterales sont egales entre elles, = p; les pieds de ces per- 
pendiculaires sont les cenires de gravile des faces laterales; la sphere qui 
a le centre de la base pour centre et go pour rayon, touche donc les faces 
laterales dans leur centre de gravite. 11 existe partant entre le rayon o de 
cette sphere et les grandeurs /, r, 4 les rapports suivants: go: = y 2:35 
po:er=y?X:y3; o:h=1:y3, ou bien d:h=2:y3, dest ä dire: le dia- 
metre Ö de la sphere est a la hauteur A de la pyramide, comme le cöte 
d’un triangle Equilateral est a sa hauteur. 

53. On etablira maintenant sans diffieult@ les theoremes suivants: 

I. La base d’une pyramide etant cerconscriptible a un cercle et 
de forme donnee, etant donnee en outre la surface laterale, la pyramide 
est un maximum lorsqwWelle est circonserite a un cöne droit et que lu 
base est a la surface laterale comme 1:3, ou que le rayon r du cercle 
inscrit a la base est a la hauteur h de la pyramide comme 1:y 2; etc. 

II. Etant donnees la base d’une pyramide triangulaire quant a sa 
forme, et une des faces laterales quant a sa grandeur, et elant ajoutee la 
condition que les deux autres faces laterales soient perpendiculaires a la 
base, la pyramide est un maximum lorsque la base est a la face laterale 
donnee comme 1:3. 

III. Etant donnee la surface laterale dune pyramide de n cötes, 
son volume sera un maximum, lorsque la base est a la surface laterale 
comme 1:3; ou bien r:h=1:y?7; ou bien encore lorsque toutes les 
faces laterales sont touchees dans leur centre de gravite par une sphere 
dont le centre se trouve dans le centre de yravite de la base. 

IV. Lorsquon egale n successivement ü 3, 4, 5, »..., le volume 
des plus grandes pyramides va toujours en croissant, et de toutes les pyra- 
mides de surface equivalente (le cöne y compris) cest le cöne droit dont 
la hauteur h est au rayon r de la base comme Y?:1 (cest a dire celw 
dont la base est a la surface laterale comme 1:3) qui est le maximum 
muximorum. Ce cöne a encore la propriete que tous les elements de la 
surface laterale sont louches dans leur centre de gravite (ou bien que 
tous ses cöles sont touches en un point dont la distance au sommet est 
egale a 3 du cöte entier) par une sphere concentrique a la base; etc. 

54. En combinant ces propositions (53) avec celles du n° 41, IH. 
on parviendra aux propositions suivantes: 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 30 
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I. Ktant donnee la surface laterale d’une pyramide double, etant 
donne en outre la forme de la base qui se trouve au milieu de la pyra- 
mide double, et qui soit circonseriplible a un cercle, la pyramide double 
est un maximum, lorsque les deux pyramides simples dont elle se compose 
sont symetriquement egales el remplissent les conditions enoncees dans la 
proposition precedente (53, 1). Cette pyramide double est done un cöne 
double, droit et symetrique, eirconscerit a une sphere. 

I, Etant donnes un angle diedre d’une pyramide triangulaire, le 
rapport des deux faces u el ® qui comprennent cet angle, et la somme des 
deux autres füces y el d, le volume de la pyramide sera un maximum, 
lorsque les fuces u et 3 sont des triangles isoceles qui ont Tarete h de 
langle diedre quwelles comprennent pour base commune, que les faces "y et 
ö sont egales entre elles, et que la droite vr qui est perpendiculaire ü 
larete h et a Tarete opposece da h, est a larete h comme 1:Y. 

il. Etant donnee la surface d'une pyramide double de n cötes, 
son volume sera un maximum, lorsquelle est circonscriie a une sphere 
qui touche chacune des faces dans son centre de gravile; ou bien lors- 
quelle est requliere et symetrique et que son axe h est au diametre d de 
la sphere inscrile comme Y3:1; etc. 

IV. Lorsquon substitue a n successivement les valeurs 3,4, 5, ...-. 
la surface restant la meme, les volumes des plus grandes pyramides cor- 
respondantes vont loujours en croissant, de maniere que le cöne double 
represenle un maximum mazxtimorum. 

Remarque. La pyramide double est un cas particulier de la classe 
des corps qui sont limit&s par un nombre pair Zn de triangles, et qui ont 
deux angles polyedres de n areies opposes lun a l'autre, et entre ces deux 
angles polyedres n augles triedres. Les aretes qui joignent les angles 
triedres forment un polygone de n cötes, lequel est en general gauche, 
mais qui est plan dans Ja pyramide double. Les theoremes de 11. et IV. 
ont lien encore par rapport a la classe entiere; c'est a dire: la surface 
un de ces corps elant donnee, son volume est un maximum, lorsqu'il prend 
la forme de la pyramide double decrite. D’autres considerations (66 et 
suivants) qui se fondent sur le prineipe de symetrie, prouveront, qu'il faut 
quil prenne cette forme. 


il en resulte en particulier que: 
Parmi tous les corps de sa elasse l’octoedre requlier a le plus 
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grand volume, la surface etant donnee, et la plus petite surface, le volume 
etant donne. 

55. Que l'on se represente un angle polyedre convexe quelconque 
de n aretes (un espace pyramidal illimit&) dont le sommet soit S. Chaque 
plan qui rencontre toutes les arctes limite avec les faces de langle po- 
Iyedre une pyramide et peut Eire regarde comme la base 3 de cette pyra- 
mide. Si Fon meut ce plan parallelement a lui-meme, la base et le volume 
de cette pyramide croissent ou decroissent continuellement entre les limites 
0 et ©, selon que le plan s’eloigne ou s’approche du point S. Pour se 
faire une idee des differentes directions possibles de 2, on n’a qu’a se figu- 
rer un plan & qui passe par le sommet S, sans cependant passer par lin- 
terieur de langle polyedre; lensemble de toutes les positions de « deter- 
mine toutes les directions que 8 peut avoir, ear £ peut toujours etre re- 
garde comme parallele a une des directions de «. Dans chacune de ces 
differentes directions possibles la pyramide limitee par 8 peut avoir chaque 
grandeur prescrite. | 

Ce que nous venons denoncer par rapport a langle polyedre s’ap- 
plique egalement a lespace conique. Le meme a lieu par rapport aux 
propositions suivantes: 

56. Parmi toutes les pyramides limitees lateralement par les faces 
d’un angle polyedre 8 el qui ont pour base un plan qui passe par le 
point P situe dans linterieur de l'angle 8, la pyramide dont la base a le 
point P pour centre de gravite est un maximum. 

Demonstration. Que l'on se represente, pour fixer les idees, par 
RST (fig. 13) laugle polyedre donne 8, ei par AB la base ß qui a le 
point P_ pour centre de gravit&; par AA,BB, une colonne prismatique 
construite au-dessus de AB, ou ß, dont les aretes soient paralleles a la 
ligne SP. (Du reste il suffit deja de construire le corps prismatique au- 
dessus de AB de maniere que le point S se trouve dans son interieur. ) 
Soit CD une autre base quelconque dont le plan forme avec la colonne 
prismalique la figure EF), les parties cuneiformes APE ei BPF de la co- 
lonne prismatique comprises entre AB et EF sont equivalentes en volume 
(39, 2°); il faut done que les parties APC et BPD de laugle S com- 
prises entre les bases AB et CD soient de volume different; et comme 
evidemment la partie APC> APE, et BPD< BPF, il faut que APC > 
BPD et par consequent CSD > ASP. 


30 * 
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57. Parmi toutes les pyramides equivalentes en volume limitees 
lateralement par les faces dw meme angle polyedre S, celle dont la hau- 
teur SP passe par le centre de gravite P de la base B a la plus pe- 
tite base. 

Car chaque plan qui passe par le centre de gravite P de la base ß 
est la base d’une pyramide SP, qui est plus petite que Sß (56), et dont 
la hauteur est plus petite que SP, c’est a dire plus petite que la hauteur 
de $ß. Soit Sa une des pyramides dont il est question dans notre pro- 
position, done Sa = SP, on n’a qu’a supposer ß, parallele a o, et on aura, 
comme Sß, > SP, Sß,>Sa; ß, est done plus eloigne de S que « (55) 
et la hauteur de $ß sera & plus forte raison plus grande que la hauteur 
de Sa; il faut done que Von ait P <a. 

58. De toutes les pyramides limitees lateralement par les faces 
d’un angle polyedre S et a bases equivalentes, celle qui remplit les con- 
ditions enoncees (57) est un maximum. 

59. De toutes les pyramides de meme hauteur limitees laterale- 
ment par les faces du meme angle polyedre S, celle qui remplit les con- 
ditions enoncees (57) est un minimum. 

60. L’angle polyedre au sommet d’une pyramide de n cutes etant 
circonserit a un cöne droit et etant donne: 

1°. la pyramide aura respectivement une surface laterale minima ou 
un volume maximum, lorsque laxe du cöne passe par le centre de 
gravite de la base de la pyramide; selon que le volume ou la sur- 
face laterale de la pyramide est donne. 

2°. la pyramide aura respectivement une surface totale minima ou 
un volume maximum lorsque la sphere inscrite touche la base dans 
son centre de gravite; selon que le volume ou la surface totale de 
la pyramide est donne. 

Pour la pyramide triangulaire ces deux propositions ont toujours lieu, 
puisque l’angle polyedre au sommet est toujours circonscrit a un cöne droit. 

61. Etant donnee dans linterieur de langle polyedre S une sur- 
face courbe continuement convexe FE dont le cöte concave est tourne vers 
le sommet 8, et etant ajoutee la condition que la base B de la pyramide 
limitee lateralement par les faces de Tangle S touche la surface F\, la 
pyramide est un minimum, lorsque le point de contact est le centre de 
gravile de la base. — Si en particulier la surface F' est une partie de la 
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surface de la sphere dont le centre se trouve au sommet 8‘, celie propo- 
sition se confond avec celle du n’ 59. 

La demonstration de ces propositions (58, 59, 60 et 61) se rattache 
a celle des propositions pr&ecedentes. 

62. Les bases de toutes les pyramides equivalentes en volume, limi- 
tees lateralement par les faces du meme angle polyedre S, touchent toutes 
une cerlaine surface courbe F'; les points de contact sont en meme tems 
les cenires de gravile des bases respectives; langle polyedre est asympto- 
tique par rapport a la surface F. — Nous observons en particulier que: 

1°. L’angle S etant triedre, et ses areles elant prises pour awes 
des coordonnees, leguation de la surface F est: 

xyz=A, 
ce dont il resulte que la surface contient trois sysiemes de seclions co- 
niques; elc. 

2°. Liangle C elant un cöne du second degre, la surface E' est 
un hyperboloide a deux nappes. 

3°. Une surface donnee du second degre etant coupee par des 
plans diriges de maniere a former avec les parties correspondantes de la 
surface des segments equivalents en volume, les bases ß de ces segments sont 
touchees dans leur centre de gravite par une autre surface du second degre 
qui est semblable a la premiere, semblablement placee et concentrigue *). 

63. On peut etablir les comparaisons suivantes entre les prismes, 
les pyramides et les pyramides doubles construites de maniere & avoir les 
proprietes du maximum ou du minimum: 

Remarquons d’abord que: 

En designant Vaire d’un polygone regulier de n cötes par b, et le 
rayon du cercle inscrit par 7, on a 


r st 2 
b = rntanue— = r’m. 
> 


st 2 
Pour 2=» (pour le cercle) on a m = ntang =, et b=r'r. 


l. Etant donne un prisme tel que le volume est un maximum, la 
surface elant donnee, et que la surface est un minimum, le volume etant 





*) I reste a &tablir un th&oreme analogue sur des surfaces courbes quelconques; 
savoir: Lorsqu’on retranche d’une surface courbe quelconque au moyen de plans des 
segments de volume constant, examiner quelle est la surface qui touche les bases de 
tous les segments, quels sont les points dans lesquels elle les touche, et quelles sont 
ses autres proprietes. 
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donne (32, 1.); soit v le volume, s la surface totale, 5 la base, n le nombre 
des cötes de la base, r le rayon du cercle inscrit & la base, % la hauteur 
du prisme et o le rayon de la spkere inscrite au prisme, on a: 
vr. r=o=4h s=bb=e6brm—=bem; 

et comme 9 = 308, on a encore: 

y s3 ( s)3 

2. vle/in= me (Vs 

Il. Etant donnee une pyramide dont le volume soit un maximum 

lorsque la surface est donnee, et dont la surface soit un minimum lorsque le 
volume est donne (48, 11.); soit v, le volume, s, la surface totale, 5, la 
base, n le nombre des cötes de la hase, r, le rayon du cercle inserit a la 
base, 4, la hauteur de la pyramide et o, le rayon de la sphere inscrite, on 
a (47, II. et 48, 1): 


0 2. ö En Bu, 


— 2 —— 2 . 
4b, =4r!m = Sotm; 
ei comme 9%, = 32,5, ON a encore: 

90 ; NE... (Vs,)® ‘) 
A u 3 mn = - _—— = P% h 
2 ce 30, 6 (2m) 9 v, by Mm) 

IM. Etant donnee une pyramide double qui remplisse les conditions 
enoncees au n° 54, Ill; designons par v,, 5, d,, n, r,, h, et 0, des gran- 
deurs analogues a celles de Il; on a (52 et 54): 

I. rel; B=lb,y3mryirm=oi.3my3; 
et comme u = 30,5, ON a encore: 


2. vg my3=37 Vs s Ws _ 3y((öm)y3). 
v8 m)y3) Ü2 
IV. Dans ces trois cas (I, I, 111) la formule (2°) exprime la de- 
pendance entre la surface totale, le volume et le rayon de la sphere inscrite 
des corps respeclifs; c'est a dire elle fournit le moyen de deduire chacune 
de ces trois grandeurs des deux autres. Les expressions (Y s)’, (YSı), 








(y's,)’ designent des cubes dont les bases sont equivalentes aux surfaces 
donnees Ss, S;, 55 lesnombres 3y (6m), Gy (2m), 3y((3m)y'3) expriment 
le rapport entre ces cubes et les corps respectifs. 


zT . 
Loorsque l'on regarde les nombres n et m(= n lang *) comme egaux 


dans les trois cas, il resulte des formules enoneees la relation suivante: 


Vsh)°, v®_ — (9); (0), ou (DSLLEN). 


‘P t’ u ur U, 
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Lorsqu’on egale les volumes de ces corps, v=v,=v,, ona: 


ss —=s’:8 ou an; 
b h 6 
s:s— y4ıy3 et sis, = Yaıya, ou 
st:8°:83 —= 64:36:27; 
on a encore: 
Br G u Eee 
3 3 6 +Y 
0,:0 v3:y4 et g:o, = vV3:y4, ou 


oi:0°: 27:48:64. 
Lorsqu’on &gale les surfaces, s= s, = 5,, on a: 
vw: v=v:n e g:0 = (*:0); 
vi:vt:, = :0t: = 27:48:64. 
Lorsqu’enfin on egale les rayons des spheres inscrites, 0 = og, = &,, 
on a: 


v:® 


v.:v*:0 32:3”: 8% == 64: 36:77. 

Du nombre des corps par rapport auxquels ces relations ont lieu, 
nous citons les suivants qui se presentent frequemment: 1° Vhexacdre, la 
pyramide quadrilaterale et loctaedre; 2° le cylindre, le cöne et le cöne 


double. 


2. a? . — 2.02. 
vv, ei Ss, :s = s’:85; 


Remarque generale. 


64. Les propositions enoncces sur les corps prismatiques et pyra- 
midaux ne doivent Eire regardees que comme un commencement des re- 
cherches sur les polyedres en general. Me&me par rapport a ces deux 
especes de corps il y a encore beaucoup de questions a resoudre. Je veux 
en indiquer quelques unes, et ajouter pour plusieurs d’entre elles les con- 
jectures que jai formees a leur egard. 

I. Comment peut-on demontrer, que le prisme de n cöles, deecrit 
au n’ 32, J., est plus grand que tout autre polyedre de la meme espece 
(c’est a dire que tout polycdre limit@ par deux polygones de n cötes op- 
poses Fun a lauire, et par n quadrilateres), la surface etant donnee? — 
Demontrer p. e. 1° que le prisme triangulaire qui satisfait aux conditions 
(32, I.) est plus grand quune pyramide triangulaire quelconque tronquee 
obliquement, dont la surface est equivalente a celle du prisme; 2° que le 
cube est plus grand que tout autre corps limit& par six quadrilateres de 
surface @quivalente. 
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I. Sous quelles conditions un polyedres convexe, determine quant 
«a son espece, et de surface donnee, est-il un maximum? 

Dans les propositions sur le prisme, la pyramide et la pyramide 
double (32, 48, I. 54, HI.) qui ne donnent que des eas particuliers de 
cette question generale, jai fait ressortir a dessin la propriete que: 

Le plus grand de ces polyedres est circonscrit a une sphere aui 
touche toutes ses faces dans leur centre de gravite. 

Il s’agirait maintenant d’examiner, s? celte propriete convient gene- 
ralement a tous les polyedres convexes, ou quelle est la classe de po- 
Iyedres auxquels elle convient. 

Il n’y a pas de doute que le dodecaedre et licosa@dre reguliers 
sont des maxima parmi les corps qui sont respectivement de la meme 
espece et qui ont des surfaces tofales equivalentes; remarquons que ces 
deux corps ont la propriete enoncee ci-dessus. 

Observons encore que les propositions des n? 57, 58, 59 et 60, nous 
engagent a supposer cette propriete, puisque le polyedre peut Etre decom- 
pose en pyramides dont les sommets sont reunis au centre de la sphere, 
et dont les bases sont les faces du polyedre. 

Il. Nous citons comme des cas simples, subordonnes au probleme 
general (I1.), les suivants, par lesquels on pourrait commencer: 

1°. Le corps en question est de la m&me espece qu’un prisme coupe 
en pyramide des deux cötes; dest a dire: il se compose de deux angles 
polyedres formes de n faces triangulaires, opposes Fun a l’autre; entre ces 
triangles se trouve une zöne formee de n quadrilateres; ou plus generale- 
ment encore il se trouve plusieurs zönes entre ces triangles, toutes formees 
de rn quadrilateres. 

2°. Le corps est forme de deux faces de n cötes, opposees [une 
a lautre, entre lesquelles se trouvent deux (ou un autre nombre quel- 
conque de) zönes formees chacune par n quadrilateres. 

3°. Le corps est de la m&me espece quune pyramide tronquee de 
n cötes (31), et sa surface est donnee, a llexception d'une des bases. — 
Fesons ressortir le cas particulier ou la base est un quarr& ou un cercle. — 
Au lieu d’avoir une base superieure, le corps est coupe en pyramide, et la 
surface donnee consiste par consequent de n triangles (au sommet) et de 


» quadrilateres; etc. 
4°. Le corps donne est une pyramide de n cötes, et la surface 
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est donnee & lexception June des faces laterales. — On demontre aise- 
ment que les faces, a l'exception de celle qui n'est pas donnee, ont des 
angles egaux au sommet. — On discutera en premier lieu la pyramide quadri- 
laterale. Si la propriete mentionnee ei-dessus (Il.) est generale, cette pyra- 
mide sera la moitie d’une pyramide hexagonale qui aura la propriete indiquee. 

IV. 1°. La base d’une pyramide etaut donnee quant a sa forme et 
a sa grandeur (mais n’etant pas circonscriptible a un cercle) et la surface 
totale &tant donnee, quelles sont les conditions sous lesquelles le volume est 
un maximum? 

2°. La mäöme question lorsque la base n'est donnee que quant a sa 
forme (31), ei que la surface totale est donnee. 

3°. La meme question lorsque la base est donnee quant a sa forme, 
et que la surface laterale est donnee. 

On satisfait au premier cas (1°) par une pyramide telle que toute 
droite D tiree par le sommet parallelement a la base, forme par sa direc- 
tion des anugles &, ß, Y, -... avec les cöles a, d, c, .... de la base, qui 
salisfont a lequalion: 

asinacosa, +2 sinß cosß, + esinycosy, 4»... = 0, 
Cs Bis Yır ++. designant respectivement les angles que les faces laterales 
correspondantes forment avec la base. 

V. 1°. Etant donne dans lespace un polygone rectiligne gauche 
P, qui doit etre regarde comme limite de la surface laterale d’un angle 
polyedre: determiner la position du sommet S de cet angle polyedre de 
maniere que la surface devienne un minimum. 

2°. Le meme probl&me, lorsqu’au lieu d’un polygone P une courbe 
quelconque a double courbure est donnce. 

Daus le premier cas (1°) on resoudra le probleme en satisfesant 
aux conditions suivantes. 

Soient a, d, c, .... les cötes du polygone P; soient &, ß, Y5 ++-- 
les angles formes respeclivement par ces cöles et par la direction d’une 
droite D mence par le sommet IS; soient enfin &,, is Yı, »-.. Jes angles 


formes par des plans mends par la droite D parallelement aux cötes a, b, 
€, ...., et par les faces laterales correspondantes de Tangle polyedre; il 
faudra pour resoudre le probleme que l’equation 
a sin@ Cosa, + Öbsinß cosß, + € siny cosyı + +... = 0 
ait lieu pour toutes les directions possibles de la droite D. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft 3. 31 
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Il sagit de savoir si la condition exprim&e par cette &quation est 
generale; c’est a dire si pour que la surface laterale soit un minimum il 
faut que cette Equation ait lieu. 

On sait que la recherche de la plus petite surface enire des limites 
donnees presente des diffieultes que les geometres n’ont pas encore reussi 
de surmonter. Ü’est la la raison qui m’a engage a poser le probleme pre- 
cedent; car jeesperais parvenir de cette maniere a de nouveaux elements 
de la surface mentionnee; car en prenant p.e. quatre points tres-rappro- 
ches Yun de l'autre dans la surface, et en les regardant comme sommets 
d'un quadrilatere gauche, le point S du probleme (1°) peut €ire regarde 
comme un cinquieme point de cette surface. Cependant la formule euoncee 
parait trop compliquee pour se preter a la solution. 

VI. Etant donnde la base d’une pyramide quant ä sa forme et a 
sa grandeur, etant donnee en outre la hauteur de la pyramide: quelles 
sont les conditions sous lesquelles l’angle poly&dre au sommet est un maxi- 


mum? — (Ces conditions sont-elles les memes que celles des n? 57, 58 
et 59?) 


Des corps en general, et de la sphere en particulier. 


Le probleme principal a discuter ici, savoir: 
„Lequel de tous les corps de möme surface a le plus grand volume, 
„ou lequel a la plus pelile surface, les volumes elant equivalents 
„entre eux?” 


peut eire resolu gcometriquement, et entre autres des deux manicres suivantes. 


Premiere methode. 


Theoreme fondamental, 


65. I. Une pyramide triangulaire quelconque abed (fig.14) est 
divisee en deux parties equivalentes en volume par le plan qui passe par 
une des ardtes cd el par le milieu m de larete opposee a ab; ajoulons 
encore que la figure diintersection cdm est plus petite que la moitie de la 
somme des deux faces acd et bed gui ne sont pas coupees. 

II. Une pyramide quadrilaterale abfed (fig. 14) dont la base est 
un Irapeze able, est divisee en deux parties equivalentes en volume par 
le plan qui passe par le sommet d et les milieux m et n des cöles paral- 
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leles ab et ef de la base; ajoutons encore que la figure d’intersection dmn 
est plus petite que la moitie de la somme des deux faces aed'et kfd qui 
ne sont pas coüpees. 

Il. Un prisme triangulaire tronque aegbfh (fig. 14) est divise 
en deux parties equivalentes en volume par un plan mene par les milieux 
u, n et o des aretes laterales ab, ef et sh; ajoulons encore que la figure 
d’intersection mno est en general plus petite que la moitid de la somme 
des deux bases aeg et bfh. — Lorsquien particulier les bases sont paral- 
leles, mno est egal a la moitie de la somme des deux bases. 

Demonstration. Cas 1. Que l'on projette les iriangles acd et bed 
sur le plan du triangle med; soient a, et d, les projections des sommeis 
a et b; les points a,, m et d, se trouvent en une ligne droite, et on aura 
ma, = mb,; dou resulte que le triaugle med=4(a,cd-+b,cd). Mais 
comme aed>a,cd et bed>bdb,cd, il sensuit que med>4(acd+ bed), 
ce qui est conforme & la proposition. 

Cas H. Comme ef est parallele a ad, les triangles aed, mnd ei 
bfd sont entre eux comme les triangles acd, med et bed; la verite de 
ce cas resulte done du cas precedent. 

Cas III. Comme g% est parallele a ef et ab, ce cas resulte egale- 
ment du cas precedent. 

66. Lorsquil existe dans un corps lunite par une surface courbe 
quelconque une direction dans laquelle toutes les droites ne rencontrent 
la surface quen deux points, les mileux de toutes ces droites forment 
une surface y qui divise le corps en deux parties equivalenles en volume 
et qui est elle-meme plus petite que la moilie de la surface totale. ‘*) 





®) On peut tirer de ce theoreme une consequence qui Se rapporte a la plus petite 
surface entre des limites donnees, savoir: 

Entre des limites donnees il ne peut y avoir en general qwune seule surface 

qui soit un minimum. 

Car supposons qu’il y en ait deux, « et f, et que «>, il existera (d’apres 
la construction qui resulte de notre theoreme, pourvu que Fon choisisse convenablement 
la direction des droites) entre « et f une troisieme surface y telle que 27<a+ß, 
et par consequent „<a; puis il y aura entre « et y une surface Ö telle que 20 < 
& + y, et par consequent d <a; ensuite il y aura entre « et ö une surface & plus 
petite que «@, et ainsi de suite. Mais ces surfaces y, ö, &, .... se rapprochent de plus 
en plus de ia surface &: on parviendra donc & des surfaces qui s’en rapprochent in- 
definiment et qui malgr& cela sont plus petites quelle; il s’ensuit que « n’est pas un 
minimum. — Si l!’on supposait «= f, on prouverait par des raisonnements sembla- 
bles que @ ne peut pas etre un minimum. 


sr 
31 * 
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Car en rapprochant ces droites indefiniment les unes des autres, les 
parties du corps comprises entre trois de ces droites quelconques les plus 
voisines peuvent @tre regardces comme des prismes triangulaires auquel le 
theoreme pr&cedent (65, Il.) peut s’appliquer; ce dont le theoreme present 
est une consequence. 

67. Parmi tous les corps de meme surface la sphere a le plus 
grand volume, et parmi tous les corps du ımeme volume elle a la plus 
pelite surface. 

Demonstration. Que l’on se represente un corps qui ait la pro- 
priete d’etre le plus grand en volume de tous les corps de me&me surface; 
il existera evidemment dans toutes les directions un plan qui Jivise la sur- 
face en deux partie @quivalentes. 

Soit A un plan pareil, et soient « et ß les moities de la sur- 
face. Si le corps n’etait pas divise par ce plan en deux parties equi- 
valentes en volume, si p. e. «A>PßA4, il ne pourrait pas avoir un volume 
maximum; car on pourrait toujours supposer  symetriquement egal & u, 
et lon aurait BA= «A, le corps aurait par consequent grandi. Il faut 
done que BA soit =«aA. Si dans cette supposition  n’etait pas syme- 
triquement egal a «, on n’aurait qu’a se representer du möme cöte de A que ß 
une surface «, symetriquement egale a «, et lon aurat WA=aA=PA, 
et le corps aa, = «aß. Que l’on mene dans les espaces compris entre 
et &, des droites paralleles entre elles, limitees par ces surfaces, leurs mi- 
lieux se trouvent dans une troisicme surface Y, qui a la möeme base que 
Bet a, etlon ay4A=PA=umA, ou ya=Pe, mais en meme tems 
2y<P+a, ou y<ß (comme B=a,) (66); la surface y qui est plus 
petite que ß limiterait done avec « un espace @quivalent en volume a celui 
qui se trouve entre ß et @, ce qui est contraire & Ühypothese; il faut done 
que ß soit symetriquement egal a «, et le corps suppose a la propriete 
d’etre divise en deux parties symetriquement €gales par tout plan qui divise 
la surface (et le volume) en deux parties &quivalentes. 

Soient A et B deux plans quelconques qui divisent la surface du 
corps en parties &quivalentes, et qui forment entre eux un angle ® incom- 
mensurable avee 7; on demontre sans difficulte qu'il existe une infinite 
d’autres plans €, D, .... qui passent par la ligne d’intersection @ de A 
et B, et qui ont la m&me propriet® que ces plans; il faut done que chaque 
plan 4, perpendiculaire a @ qui rencontre le corps, le coupe en un cercle (26). 
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Mais comme la droite « peut avoir une direction quelconque, le corps est 
coupe par un plan quelconque en un cercle; ce dont on conclut que c'est 
une sphere. 

Remarque. On aurait pu suivre une autre marche pour la demon- 
stration de la proposition precedente. On n’a qu’a considerer d’abord le 
corps limit par deux plans A et B de grandeur indeterminee qui se coupent 
sous un angle preserit ®, et par une surface «& indeterminee quant a sa 
forme, mais de grandeur prescrite.e Par un raisonnement tant soit peu 
analogue ä celui dont on a fait usage dans la quatrieme methode pour des 
figures planes (20), on trouve que le corps est un maximum lorsqu'il est 
un secteur cuneiforme de la sphere, c’est a dire lorsque A et B sont deux 
demi-grand-cercles, et que « est le fuseau spherique qu’ils comprennent. 

En egalant ensuite langle ® a 7, on passe & la demi-sphere; et 
ainsi de suite. 


Seconde methode 


Theoreme fondamental. 


68. I. Etant donnee une urete ab d’une pyramide triangulaire 
abed (fig. 14), el elant ajoutee la condition que cette ardie et les deux 
sommets c et d qui ne se trouvent pas dans larete ab aient respectivement 
pour lieu les trois droites parallele P, Q et R, les aires des füaces abd 
et abc adjacentes a Tarele et le volume de la pyramide sont constanlts, 
quelle que soit la position des trois elements ce, d et ab. Lu somme des 
deux autres faces acd et bed devient un minimum, lorsque le plan dem 
ou X qui passe par les deux sommets d etc et par le milieu m de Tarete 
donnee, est perpendiculaire aux droites fies, ou que la pyramide est 
symetrique par rapport a ce plan X. 

ll. Etant donnes deux cötes paralleles ab et ef de la base d’une 
pyramide quadrilaterale abfed (fig. 14), elant ajoulee la condition que 
ces deux droites et le sommet d de la pyramide soient respectivement situes 
dans trois droites paralleles et fixes P, S et R, les aires des trois faces 
adb, abfe ef edf adjacentes aux aretes donnees, et le volume de la py- 
ramide sont constants, quelle que soil la position de ces trois elements 
dans les droites fices. La somme des deux faces aed et bdf construwites 
au-dessus des cötes non- donnes (ae et hf) de la base est un minimunn, 
lorsque le plan dmn (X) qui passe par le sommet d et les milieur m et 
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n des cötes donnes est perpendiculaire aux droites fixes, ou que la py- 
ramide est symetrique par rapport au plan X. 

II. Etant donnees les trois aretes luterales ab, ef, gh d'un 
prisme triangulaire aegbfh (fig. 13) ironque obliquement ou parallele- 
ment, et elant ajoutee la condition que ces areles laterales soient respecti- 
vement siltueces dans trois droites paralleles et fices P, S, T, les wöres des 
trois faces laterales et le volume du prisme sont constants, quelle que soit 
la position de ces trois aretes dans les droites fire. — La somme des 
deux bases aeg et bfh sera un minimum, lorsque le plan mno=X gu 
passe par les milieux m, n et o de ces trois areles est perpendiculaire ä 
ces areles, cest a dire lorsque le prisme est symelrique par rapport 
a ce plan. 

IV. La meme propriete peut s’etendre a tous les prismes polygo- 
naux, le cylindre y compris, savoir: Les ardtes P, S, T, U, .... dure 
colonne prismatique quelconque elant fixes, et trois areles laterales quel- 
conques d'un prisme limite lateralement par cette colonne etant donnees, 
p. e. les aretes ab, ef et gh setuees respectivement en®P, Set T, les autres 
aretes laterales et le volume du prisme sont constants, quelle que soit lu 
position des trois aretes enP, Set T. La somme des deux bases aed... 
et bfh... est un minimum, lorsque le plan X qui passe par les milieux 
m, 10,0, .... des aretes laterales est perpendiculaire a ces aretes, et que 
par consequent le corps est symetrique par rapport a ce plan. 

Demonstration. Cas l. Construisons une pyramide telle que le 
theoreme lexige, c'est a dire telle que le plan dem ou Ä soit perpendi- 
eulaire aux droites P, Q, R; les perpendiculaires «x et bx erigees dans 
les sommeis a et 5 sur les faces acd et bcd se rencontreront dans un 
point x du plan X, et on aua ae=dbr=r. La pyramide en question 
peut &ire exprimee par les quatre pyramides qui ont pour sommet le point «, 
et dont les bases sont les quatre faces latcrales de la pyramide en question, 
de la maniere suivante: 

abed = zacd+xbed— zabe —zabd *). 

Regardons la position de larete «5 comme fixe, et fesons glisser 

les sommets c et d sur les droites Q et R; designons les dans une nou- 





*) Si les angles egaux acd et bed &taient obtus, il faudrait mettre +rabe 
au lieu de — rabe, etc. 
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velle position quelconque par c, et d,, et nous aurons pour la pyramide 
abc,d, les expressions analogues: 
abce,d, = zacd, +rbead—rabe —rabd.. 
Mais comme la premiere, la quatrieme et la einquieme de ces pyramides 
sont respectivement @quivalenies en volume aux pyramides correspondantes 
de la premiere @quation, on en deduit: 
zacd+xbced = zacd, +xbce.d. 
Ces deux couples de pyramides ont pour bases les faces (acd et bed, 
ac,d, et be,d,) dont nous voulions comparer la grandeur. Les deux pre- 
mieres pyramides ont des hauteurs Egales, savoir ar=br=r, les hau- 
teurs des deux autres pyramides sont evidemment plus petites, car leurs 
bases ac,d, et dbc,d, ne sont pas perpendiculaires aux droites fixes = « 
ei zb; designons les par r—a et r—P; alors la derniere &quation peut 
etre mise sous la forme: 
r.acd+r.bed = (r—ua).acd,+{r—P).de,d,, 
d’ou vient: 
r(acd, +be,d—acd—bed) = a.acd,+ß.bce.d,, 
par consequent: 
ac,d,‚+be,d, > acd-+bed: 
resultat conforme a la proposition Eenoncee. 

Les cas II, III et IV se rattachent tr&es- simplement au premier cas, 
comme on verra a la seule inspection de la figure; de m@me qu’au n° 65. 

69. A Taide du theor&me fondamental preceedent un corps convexe 
quelconque peut eire transforme en un autre corps Equivalent en volume, 
de surface plus petite, et symetrique par rapport a un certain plan X. La 
(ransformation seflectue par un procede analogue a celui qui a Ele expose 
dans la einquieme methode pour les figures planes (23). 

Soit donne un polyedre convexe AK. Que l’on fasse passer par ses 
sommets des droites indefinies 2, Q, R, 8, ..... perpendieulaires a un plau 
queleonque A. Que l’on fasse glisser la partie de chacune de ces droites 
qui est comprise dans le corps, sur cette droite, jusqu’a ce quelle soit 
symetrique par rapport a X, c’est & dire jusqu’a& ce que son point de mi- 
lieu se trouve en X. Que l’on fasse passer des deux eöles de X des 
plans par les points exir&mes de ces droites symetriques, de maniere qu’entre 
trois points quelconques les plus voisins il y ait un triangle plan, et on 
obtiendra un nouveau polyedre K, , lequel (comme on conclut du theoreme 
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precedent (n? 68) est equivalent en volume au polyedre K, et a un sur- 
face plus petite. Il est evident qu’en general le nombre des sommets et 
des faces de K, sera plus grand que celui de K, car chaque droite qui 
passe par linterieur de A augmentera le nombre des sommets d’une unite, 
et le nombre des surfaces au moips de deuwr unites, a la seule exceplion 
du cas oü la droite en question passe par deux sommets. — D’apres cetie 
construction on pourrait supposer que toutes les faces de K, sont des 
triangles; observons done que deux ou un plus grand nombre de ces faces 
peuvent &tre situees dans le m&me plan, et se reunir par la en un poly- 
sone de quatre, ou meme d’un plus grand nombre de cötes. 

Par le m&me procede le polyedre X, peut @tre transforme a l’aide 
d’un nouveau plan arbitraäire Y en un autre polyedre K,, Equivalent en 
volume, de surface plus pelite, d’un nombre plus grand de sommets et de 
faces, et symetrique par rapport au plan Y. Ce polyedre K, peut £ire 
(ransforme en un autre polyedre A,, equivaleut en volume, de surface 
plus petite, dun nombre plus grand de sommets ei de faces, et symetrique 
par rapport a un nouveau plan Z; et ainsi de suite. 

Si en particulier le second plan Y est perpendiculaire au premier 
plan X, le troisicme polygone K, est symetrique par rapport aux deux 
plans a la fois; il a done lintersection z des deux plans pour axe de sy- 
metrie; c'est a dire, chaque droite ab perpendiculaire a 2, qui rencontre 
la surface du corps daus les points a et 5, est divisce par laxe z en deux 
parties egales. Si le troisicme plan Z est perpendiculaire aux deux plans 
X et Y, ou bien a laxe 2, le quairieme polyedre K, est symetrique par 
rapport aux {rois plans a la fois; il a done les trois lignes d’intersection 
z,v, x de ces {rois plans pour axes de symetrie, et leur point diuter- 
section Ü' pour centre. Mi loon continue encore la {ransformation du po- 
Iyedre A,, chacun des nouveaux polyedres A,, ÄA,,.... a un centre. 

Comme par ces transformations reiterces le nombre des sommets et 
celui des faces augmentent et que laire de la surface totale diminue tou- 
jours, toutes les faces peuvent devenir {res peliles, et la surface totale 
sapproche indefiniment d’une surface courbe. Reciproquement on peut re- 
sarder la surface d’un corps quelcongue KA a surface courbe et convexe, 
comme composce d’elöments plans infiniment petits; le corps Ä peut par 


consöquent eire fransforme en un aufre corps symetrique K,, Equivalent en 
volume et de plus petite surface; etc. 
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Quelle que soit donc la surface d’un corps convexe donne K (quelle 
soit une seule surface courbe, quelle soit composee de faces planes ou 
qu’elle soit composee en partie de faces planes et en partie de faces cour- 
bes): on peut le transformer en un autre corps de volume &equivalent et de 
surface plus petite, tant que ce n'est pas un corps qui a des plans de 
symetrie dans toutes les directions possibles. Mais des que les transforma- 
tions ont mene a une pareille forme, c'est a dire des que le corps obtenu a 
des plans de symetrie dans toutes les directions possibles, toute trans- 
formation ulterieure cesse, c'est a dire le corps reste constaut par rapport 
a la forme et la grandeur*). Mais un pareil corps, qui a des plans de 
symetrie dans toutes les directions, a aussi des axes de symötrie dans 
toutes les directions, et un centre €’ dans lequel tous ces axes et tous 
ces plans se rencontrent; de la il resulte que tous ses diametres sont 
egaux, c’est a dire que toutes les figures d’intersection avec des plans 
sont des cercles. 11 n’existe done quun seul corps pareil, c’est la sphere. 

70. Des considerations precedentes (69) on deduit d’abord le th&o- 
reme prineipal suivant: 

Parmi tous les corps equivalents en volume la sphere a la plus 
petite surface; et parmi tous les corps de meme surface elle «a le plus 
grand volume. 

La demonstration de ce theoreme est evidemment coutenue dans ce 
qui precede. 

71. Ensuite on peut encore en deduire des consäquences par rap- 
port aux corps qui sont soumis a des conditions restrictives, comme p. e@. 
par rapport & ceux qui doivent eire situes entre des limites donnces; etc. 
Nous citons comme exemples les corps prismatiques et les corps pyrami- 





*) Choisissons pour exemple lellipsoide K. On peut donner a ce corps par deux 
transformations consecutives la forme en question, c'est a dire la forme sph£rique. 
Soient a, b, ce ses demi-axes. Que l'on se represente la sphere S, concentrique avec 


3 
K, et ayant pour rayon r=y(abe): les surfaces des deux corps se rencontreront en 
une couıbe L, et toutes les droites CP menees du centre Ü a un point quelconque P 
de la courbe L seront =r. Que l’on fasse passer par le point © le plan auxiliaire X 
perpendiculaire au rayon CP, et que l’on transforme K par rappoıt a A; on obtiendra 
un nouveau corps K, , qui sera ©galement un ellipsoide, et qui aura la droite PC=r 
pour demi-axe. Le plan X et les surfaces S et K, ont en tout quatre points com- 
muns O0. Que lon fasse passer par le point Ü le plan auxiliaire Y, perpendiculaire ä 
une des quatre lignes CO (= r), et que l’on transforme Ä,: le nouveau corps K, sera 
une sphere qui aura les proprietes enoncees. — Hl est aise de verifier Pexactitude de 
ce procede. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 32 
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daux de hauteur prescrite et de volume donne ou de surface donnee. Pour 
ces exemples il faut ajouter par rapport aux transformations indiquees (69) 
les restrietions, que les plans auxiliaires X, Y, Z, .... soient perpendieu- 
laires a la base. On parvient alors de nouveau aux theor&mes deja etablis 
du n° 29, Il et du n° 44, 

Ces considerations servent encore a constater ce qui a ee dit plus 
haut (54, Remarque) par rapport a l’espece des corps dont la pyramide 
double fait partie. Car on n’a qu’a tirer dans un corps pareil K la dia- 
gonale principale, c'est a dire la droite entre les sommets des deux angles 
polyedres de n cötes, et a prendre un plan auxiliaire X perpendiculaire ä 
ce plan, le nouveau corps A, sera une pyramide double symetrique de la 
meme espece. 

72. 11 se presente ici, comme au n? 26 la question suivante: 

Quelle est la forme quun corps peut avoir qui a 1° deux plans 
de symelrie donnes, ou 2° qui en a trois? 

Lorsque le corps a deux plans de symetrie X et Y qui forment 
entre eux l’angle «, et que premierement « et z sont commensurables, et 
p.e. a: =1:m, le corps a en tout »n plans de symetrie qui se rencon- 
trent tous en une droite 2. Les figures d’intersection de ces n plans 
avec la surface, et les parties dans lesquelles cette surface est divisee 
sont egales entre elles et se correspondent comme les m axes des figures 
planes et les segments de ces figures (26). La surface se compose de ?m 
parties ou egales ou symetriquement egales; du reste ces parties sont in- 
determinees. — Lorsque secondement & et z7 sont incommensurables, le 
nombre des plans de symetrie qui passent par la droite & est infiniment 
grand; leurs figures diinterseetion avec la surface sont @gales entre elles, 
et chacune est divisce par la droite x en deux parlies symetriques; la sur- 
face est done evidemment engendree par la rotation d’une courbe autour 
de laxe 2. 

II. Lorsque le corps a trois plans de symetrie X, Y, Z, qui se 
rencontrent en trois droites &, y, z, et qui forment entire eux les angles 
, ß, Y, et que deux de ces angles, p.e. « et B sont incommensurables 
avec 7, le corps est engendr& par rapport aux deux axes % et y par ro- 
tation; il est done une sphere on un systeme de spheres concentriques, 
Lorsque parmi ces trois angles il n’y a quun seul qui soit incommensurable 
avec 7, ou lorsqu'il n’y a aucun qui ait cette propriete, il existera en ge- 
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neral parmi les {rois systemes de plans de symeirie (2), (y), (=), qui pas- 
sent d’apres le cas precedent (1.) par les droites 2, y, ©, deux couples de 
plans (les deux plans du meme couple appartenant a deux systemes dif- 
ferents) qui comprennent entre eux des angles incommensurables avec 7; 
le corps est done encore une sphere. I n’y a qu’un {res-petit nombre 
de cas qui font exception.*) On peut done Enoncer la proposition suivante: 

Lorsqu'un corps a trois plans de symetrie qui se coupent en trois 
droites, il est en general une sphere, ou bien un systeme de spheres con- 
centriques. 


Consequences du theoreme fondamental n’ 70. 


73. Par des raisonnements analogues en partie a celles dont on a 
fait usage par rapport au theoreme fondamental (n’ 17) du premier menoire 
on peut deduire du iheoreme present une suite de consequences sur les 
corps en general; cependant ces consequences ne sont ni aussi gencrales 
ni aussi importantes que celles sur les figures planes et spheriques. Nous 
ne ferons done qu’en signaler quelques unes en peu de mots. 

I. Parmi tous les corps au, limites par une base plane a de gran- 
deur arbitraire, et par une surface a arbitraire quant a la forme, mais 
donnee quant a la grandeur, la demi-sphere est un maximum. — Üitons 
comme cas particulier la proposition suivante: Parmi tous les segments de 
sphere de surface @quivalente «, la demi-sphere et un maximum. 

ll. Parmi tous les corps dont la surface se compose d’un cercle 
donne a et d’une surface arbitraire quant a sa forme mais de grandeur 
donnee, le segment spherique est un maximum. 

Il. Parmi tous les corps limites par deux surfaces circulaires 
donnees a et b, et par une surface de grandeur donnee, la partie de 
sphere entre les deux surfaces circulaires ”*) est un maximum. — Un 





*%) Ce sont les cas suivants: 


1. a=P= net y arbitraire; 
2. so min tt Am r—=4s; 
3”. a=}n, B=z4in et y= Hm; 
2. een, B=4in et y—htn. 


La discussion ulterieure de ces cas conduit ä des resultats interessants, que 
nous nous reservons pour une autre Occasion. 


*=) Lies denominations de certaines parties de la sphere dont on fait usage ici, 
sont parfaitement analogues a celles qui ont ete etablies au n° 18 du premier Memoire 
par rapport aux parties du cercle. 


32 * 
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theoreme analogue a lieu pour un nombre quelconque de surfaces circu- 
laires a, b, €, .... eic. 

IV. Parmi tous les corps limites par deux plans qui forment 
enire eux un angle diedre donne S, et par une surface de grandeur 
donnee a, celui-la est un maximum pour lequel « est une partie de la 
surface d’une sphere qui a son centre au sommet S de l’angle diedre. — 
Un theor&me analogue a lieu, lorsqu’on remplace l’angle diedre par un 
cöne quelconque 8. 

V. De deux secteurs spheriques acutangles au et bß de surface 
courbe equivalente («= ß), celui qui a la plus pelite base (qui est par 
consequent pris dans la plus petite sphere) est plus grand que lautre. 
Lorsqu'au contraire les secteurs sont oblusangles, celui dont la base est 
la plus grande (qui est par consequent pris dans la plus grande sphere) 
est plus grand que lautre. 

VI. Parmi tous les corps de surface equivalente, limites latera- 
lement par un cöne droit donne S, et ayant pour base une surface quel- 
conque a contenue tout ü fait au-dedans du cöne, celui-la est un maxi- 
mum qui est une parlie convexe de sphere entre le cöne circonscrit (c'est 
a dire, le corps est un maximum, lorsque la base a est un segment d'une 
sphere inscrite au cöne). — La partie concave de sphere entre le cöne 
circonscrit est un minimum, lorsque, au bleu de la surface, la difference 
S— u entre la surface conique laterale S et la base a est donnee. — 
Etant donnees les conditions 1° que le corps soil limited par les surfaces 
laterales de deux cönes droits S et 8, et par une autre surface arbi- 
iraire a, 2° que le corps soil compris entre ces surfaces coniques, et 
3° que sa surface soit de grandeur donnee: le corps est un maximum, 
lorsqu'il est une partie convexe de sphere entre les cönes circonscrits S 
et 8, etc. 

VII. Les bases a et b de deux corps etant des cercles donnes, et 
la somme des autres parties de leurs surfaces a et B elant egalement 
donnee: la somme des volumes des deux corps est un mazimum lorsque 
ces corps sont des segments de spheres egales, pourvu que le segment au- 
dessus de la plus pelite base soit acutangle. — Les bases a, b, c, .... 
des corps aa, bß, CYy, »... elant des cercles donnes, et la somme des 
autres parties de leurs surfaces «+ ß-+Y-+ .... elant egalement donnee, 
la somme des volumes ne peut älre un maximum, quwaulant que ces corps 
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sont des segments de spheres eyales. Par rapport au maximum principal 
il faut encore ajouter la condition, que seulement le segment au-dessus 
de la plus grande base soit obtusangle. — 

Ou bien: Les bases a, b, C, .... d’un nombre quelconque de seg- 
ments spheriques etant donnees, et la somme de leurs surfaces courbes «, 
ß, Y «+. Elant egalement donnee: la somme de leurs volumes est en ge- 
neral un maximum ou un minimum chaque fois que les segments ont des 
rayons egaux elc. 


Remarque generale. 


74. Par rapport aux corps en general il y a encore beaucoup de 
questions a discuter, qui presentent plus ou moins de difficultes. Nous 
n’en citons ici que les exemples suivants: 

I. Etant donne dans la proposition du n° 73, VI. au kieu du cöne 
droit, un cöne quelcongue (ou d’abord un cöne du second degre), ou un 
angle polyedre quelconque: quelles sont les proprietes de la surface « 
pour le corps maximum? 

II. Sous quelles conditions un corps, compris entre deux plans 
paralleles de distance donnee, et ayant une surface de grandeur donnee, 
est il un maximum? 

D’apres n? 69 et m’ 71 il faut que le corps soit engendre par rota- 
tion aulfour d’un axe & perpendiculaire au plan donne; sa surface contien- 
dra done en general deux cercles situes dans ces plans; puis il faut, que 
le corps soit symetrique par rapport a un plan Z, parallele aux deux plans 
donnes, et situe Aa Egale distance de un et de l’autre; les deux cercles 
seront done egaux; enfin il faut que les deux plans donnes touchent le 
reste de la surface dans les circonferences de ces deux cercles. — 

Lorsque la surface donnee est plus petite que la surface de la 
sphere qui touche les deux plans, et que l’on doit remplir la condition que 
la surface du corps rencontre les deux plans (c'est a dire quun point ou 
qu’une partie de chacun des ces plans fasse partie de la surface du corps) 
le corps se compose d’une sphere et d’un eylindre (ou de deux cylindres) 


d’epaisseur infiniment petite situ& entre la sphere et un des plans. 
2 


III. La surface d’un corps se compose de deux parties u et ? 
yui se rencontrent en un polygone gauche, fire et recliligne P; la sur- 
face est polyedrique (ou courbe) et fixe; la surface a, qui est de grun- 
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deur donnee est la surface laterale d'un angle polyedre S: trouver les 
conditions sous lesquelles ce corps est un maximum. 

Ou bien: Lorsquau leu de la grandeur de a, le volume du corps 
est donne, trouver la position du sommet S pour laquelle a est un mini- 
mum. (Les conditions se reduisent-elles a l’equation du n’ 64, V. 2°,2) 

Enfin: Quelles sont les conditions lorsque le polygone P se trans- 
forme en une courbe a double courbure, et que l'ungle S se transforme 
en un cöne? 

IV. La surface d’un corps se compose de deux parties a et ß: 
Uune, ß, est fixe, et lautre, a, est determinee quant a sa grandeur : trou- 
ver les conditions que «a doit remplir pour que le corps soil un maximum. 
'Traiter les cas particuliers ou 8 est une figure plane et notamment 1° une 
ellipse, 2° un quarre; etc. 

Quelques uns des th&eor&mes et des problömes de ce memoire ont 
deja et& publies autrefois par lauteur dans le Journal pour les mathema- 
tiques de Mr. Crelle. 
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17. 


Construction des regulären Siebenzehnecks. 


(Vom Herrn Professor v. Staudt in Erlangen.) 





N achdem man im Kreise zwei zu einander senkrechte Durchmesser AB, 
CD gezogen und durch die Puncte P, A, C die Tangenten PS, AS, Ce 
gelegt hat, trage man auf der letzten die Stücke Cc=2AB, Ck= 5AB 
ab, so dafs Ce, Ck zu AB einstimmig parallel sind, und ziehe die Geraden 
Sc, Sk, von welchen die erstere den Durchmesser CD in d und die letz- 
tere den Umfang des Kreises in E und E, schneide.e Wenn man nun die 
Puncie e, e, sucht, in welchen die Gerade SD von den Verlängerungen 
der Sehnen CE, CE, geschnitten wird, und alsdann die Geraden eFdF,, 
e,F,dF‘, zieht, so sind dadurch auf dem Umfauge des Kreises vier Punecte 
F, F,, F,, F', bestimmt. Es werde ferner die durch EC gehende Tangente 
von den Geraden DF, DF,, DF,, DF; in den Puncten f, fi, fi, /; und 
die Gerade ED von den Geraden S%& Sf, Sf, 8%, in den Puncten 9, %Y,; 
92, 9; geschnitten, so werden die vier Geraden fg, fi 9, £9, /,g den 
Umfang des Kreises in acht Puncten schneiden, welche sämmtlich auf dem 
Bogen ADB liegen. Wenn man endlich die eben erwähnten acht Puncte 
mit dem Puncte CE durch Sehnen verbindet, welche den Durchmesser AB 
in den acht Puncien A,, A, A;, »... schneiden, und durch diese Puncte 
die zu AB senkrechten Sehnen 4,4, A;A,;, A,;Au, -.-. zieht, so ist 
AA,4;,4; .... A,A,;A,, ein reguläres Siebenzehneck. 

Anmerkung. Wenn man die Puncte N, N,, in welchen der Um- 
fang des Kreises von der Geraden Sc geschnitten wird, mit dem Puncte € 
durch die Sehnen EN,, CN, verbindet, welche den Durchmesser AB in 
den Puncten 2,, 2, schneiden, und alsdann durch diese Puncte die zu ED 
parallelen Sehnen P,P,, P,P, zieht, so ist AP,P,P,P, ein reguläres Fünfeck. 
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18. 
Ueber die Inhalte der Polygone und Polyeder. 


(Vom Herrn Professor v. Staudt in Erlangen.) 





t. Wenn der Winkel, welchen die Richtungen zweier geraden 
Linien AB, CD mit einander bilden, durch (AB, CD) bezeichnet wird, so 
ist 2AB.CD.cos(AB, CD) = (AD) + (BC)’— (ACY’— (BD). 

Fällt man nämlich aus den Puncten ©, D auf die Gerade AB die Lothe 
VE, DF, so ist (AD’— (BD) = (AF)'— (BF) = (AF—-BF)(AF+BF) 
— AB.(AF+BF). Zieht man hievon (AC}’— (BC) = AB(AE+ BE) 
ab, so erhäli man die Gleichung: (AD) +(BCY—(ACY’—(BD) = 
2AB.EF = 24B.CD.cos(AB, CD). 

2. Wenn MAB, NU,U, zwei in einerlei Ebene liegende Dreiecke 
sind, und MA.NU, cos(MA,NU,) =a,, MB.NU, cos(MB, NU,) = b, 
gesetzt wird, so ist 4MAB.NU,U, =a,b,—a,b,. 

Man consiruire das Parallelogramm MV,BV,, so dafs die Richtung 
der Seite MV, zu NU, und die Richtung der Seite MV, zu NU, senk- 
recht sei. Wenn man nun die Gleichung: sin(MA, MV, ).sin(NU,, NU,) 
— cos(MA, NU,).cos(MV,, NU,) mit MA.MV,.NU.ND, = 
MA.NU,.MV,.NÜ, multiplieirt, und bemerkt, dafs für MV, cos(MV,, NU,) 
auch MBcos(MB, NU,) gesetzt werden kann, so erhält man die Glei- 
chung 4+MAV,.NU,D, = a,b,. Addirt man hiezu 4MAV,.NUUD, = 
— a,b, , so folgt der Naiz. 

Anmerkung. Wird das Dreieck NU,U, als positiv betrachtet, so 
ist das Dreieck ABC als positiv oder negativ zu betrachten, je nachdem 
es im Sinne des erstern, oder im entgegengesetzten Sinne construirt ist. 
Analoges gilt von Winkeln. 


3. Wenn MAB, NU,U, zwei beliebige Dreiecke sind, deren Ebe- 
nen einen Winkel von der Gröfse ® mit einander bilden, so ist 
4+MAB.NUUD,.cos® = ab,—a,b,, 
Wo 4, Gı, d,, d, das Vorige bedeuten. 
Fället man nämlich aus den Puncten M, A, B auf die Ebene NUT, 
die Lothe MM’, A4', BB’, so ist MAB.cos® = M’A'B', MAcos(M A, NU,) 
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— M’A'cos(M'4\, NU,), MBcos(MB, NU,) = M’B’cos’W'B', NU,) 
u. s. w.; wonach der Satz leicht auf den vorhergehenden sich zurückfül- 
ren läfst. Das Product MAB.NU,U, ist als positiv oder als negativ zu 
betrachten, je nachdem die beiden Dreiecke, im Fall die eine Ebene den 
Winkel ® beschreibt, in einem und demselben oder im entgegengesetzten 
Sinne construirt erscheinen; daher es auch einerlei ist, ob man bei obigem 
Satze unter ® den spitzen oder den stumpfen Winkel versteht, welchen 
die beiden Ebenen mit einander bilden. Sind die Ebenen der Dreiecke zu 
einander senkrecht, so ist cos® = 0; alsdaun ist aber auch a,b, — a,b, — 0, 


indem 4:54, = MA':MB'=a,:b, ist. 


4. Wenn AMB, UNT, zwei beliebige ebene Winkel sind, de- 
ren Ebenen einen Winkel von der Gröfse ® mit einander bilden. unıl 
cos (MA, NU,)=u,, cos(MB, NU,)=ß, gesetzt wird, so ist 

sin AMB. sin UND,.cosd = u: — ußı- 

Folgt aus dem vorigen Satze, wenn man beide Seiten der daselbst 

aufgestellten Gleichung durch MA.MHB.NU,.ND, dividirt. 


5. Wenn P, Q die Inhalte von zwei geradlinigen ebenen Figuren 
sind, deren Ebenen einen Winkel von der Gröfse © mit einander bilden, 
so ist 16 P.@.cos® eine ganze algebraische Funetion von den Quadraten 
der geraden Linien, welche die Eckpuncte der einen Figur mit den Eck- 
puncten der andern verbinden. Es besteht diese Function, wenn die eine 
Figur m und die andere n Seiten hat, aus mn positiven und eben so vie- 
leu negativen Gliedern. Man erhält die positiven Glieder, wenn man das 
Quadrat einer jeden geraden Linie, welche einen Eckpunct der einen Fi- 
gur mit einem Eckpuncte der andern verbindet, mit dem Quadrate der ge- 
raden Linie multiplicirt, welche die zunächst folgenden Eckpunete verbin- 
det. Man erhält die negativen Glieder, wenn man das Quadrat einer je- 
den geraden Linie, welche einen Eckpunet der einen Figur mit einem 
Eckpuncte der andern verbindet, mit dem Quadrate der geraden Linie mul- 
tiplieirt, ‘welche den zunächst folgenden Eckpunct der ersten Figur mit 
dem zunächst vorhergehenden Eckpuncte der letzten verbindet. Ist daher 
AB eine Seite der einen und U, U, eine Seite der andern Figur, so kann 
man sagen, dafs aus der Verbindung dieser beiden Seiten die beiden Glieder 
+ (AU,).(BU,)— (AU,).(BU,)’ entstehen. 
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Man habe fürs Erste zwei Dreiecke MAB, NU,U,, so ist (nach 


3. und 1.) 
I6P.O.cosd = a .?b,— 2u,.?b, = 


[MU,’+(ANY— (AUY—(MNJJLMU,+(BNY—(BU,>—(MN)] 
— [(MU,)+ (AN—(AUJ—(MNY]LMU,+(BNY—(BU,—(MNY]. 
Die Entwicklung dieses Ausdrucks führt auf dieselben 18 Glieder, welche man 
erhält, wenn man auf die oben angegebene Weise jede von den drei Seiten 
MA, AB, BM des einen Dreiecks mit jeder von den drei Seiten NU,, U,U;, 
U,N des andern Dreiecks verbindet. Ist die eine Figur ein Dreieck MAB, die 
andere aber ein n Eck U,U,U,....U,, so ist, wenn man in der 
Ebene der letztern einen beliebigen Punct N annimmt, 16 P.Q.cos® = 
16 P.NU,U,.cos® + 16 P.NU;,U,.cos® + 16 P.NU,U,.cos® + etc. Da 
nun die Seite U,,,N des Dreiecks NU,U,,, und die Seite NU,,, des 
Dreiecks NU,,,Ü,;, einander entgegengesetzt sind, und also die Glieder, 
welche aus den Verbindungen solcher Seiten mit den Seiten des Dreiecks 
MAB entstehen, sich gegen einander aufheben, so folgt, dafs man den 
Werth von 16P.Q.cos® erhält, wenn man jede Seite des Dreiecks MAB 
mit einer jeden von den Seiten U,U,, U,U,, U,U, us. w. des n Ecks 
verbindet. Auf dieselbe Weise wird der Fall, wenn jede von den beiden 
Figuren mehr als drei Seiten hat, auf den so eben bewiesenen zurückgeführt. 


6. Wenn P den Inhalt einer geradlinigen ebenen Figur U,U;T,... 
... U, bezeichnet, welche von n Seiten eingeschlossen ist, so ist 16 P? eine 
algebraische ganze Function von den Quadraten der geraden Linien, von 
welchen jede zwei KEckpuncte der Figur mit einander verbindet. Es be- 
steht nämlich (nach 5) 16 P? aus n Gliedern von der Form — (U, U, ,.)", 
wo U,U,,, eine Seite der Figur bezeichnet; dann aus » Gliedern der 
Form +2(U,U,,,).(U,,,U,,), wo U,U,, und U,,Ü,,, zwei auf ein- 
ander folgende Seiten bezeichnen, und endlich noch aus n(n—- 3) Gliedern, 
welche aus den Verbindungen von je zwei nicht auf einander folgenden 
Seiten U,U,,,, U,U,,, entstehen, und von welchen die positiven von 
der Form + 2(U,U,).(U,,,U,;}), die negativen aber von der Form 
— (2U,U,,). (0,4, 0,) sind. Im Fall also die Figur ein Viereck. ist, 
und seine Seiten der Ordnung nach durch a, d, c, d, seine Diagonalen 
aber durch e, f bezeichnet werden, so ist 
KU — a —H"— A — HIER HF CH+IFP HIER — 2 — 
2ER +IER = (lef HR + —H—A)(LefF +E— a —e?). 
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Dasselbe folgt auch aus 1., wenn man bemerkt, dafs 16 P?= 4e’f’sinV’ = 
(2ef+2efcosW)(2ef—?2efcosy) ist, wo Y den Winkel bezeichnet, unter 
welchem die Diagonalen sich schneiden. 

7. Wenn MABC, NU,U;U, zwei beliebige Tetraöder sind, und 

MA. NU,cos(MA, NU,) = a,, MB .NU,cos(MB, NU,) = b,, 
MC.NU,cos(MC, NU,) = c, 
gesetzt wird, so ist 
36 MABC.NU,U; UT, = (ab,—a,b,).c; + (@,b— a,b,)c, + (a,b, —a,b,)c;,. 

Man betrachte MC als die Diagonale eines Parallelepipedons, von 
welchem eine Kante MV; zur Ebene NU,T,, eine andere MV, zur Ebene 
NT,U, und die dritte MV, zur Ebene NU;U, senkrecht ist. Bezeich- 
net man nun durch ® den Winkel, welchen die Grundlächen MAB, 
MU,U, der beiden Tetraäder MABV,, NU,U,U, mit einander bilden, so ist 
c, cos® das Product aus ihren Höhen und also 36 MABV,. NU,U,U, — 
(ab,—a;,b,)c,. Eben so ist 36 MABV, .NU,U,U, = (a,b, —a,b,)c, und 
36 MABV,.NU,D,U, = (a,b, —a,b,)c,; woraus der Saiz folgt. 

Anmerkung. Man kann, um den obigen Satz zu beweisen, auch 
die Bedeutung der einzelnen Glieder +4,d,6;, — a,b,c;, a,b,c, u. s. w. 
nachweisen. Betrachtet man nämlich auch MB als die Diagonale eines 
Parallelepipedons, von welchem "eine Kante ML, zur Ebene NU,U,, eine 
andere ML, zur Ebene NU,U, und die dritte ML, zur Ebene NU,UV, 
senkrecht ist, so ist 
a,b,c; = 36 MAL,V;.NU,U,U,, —a,b,c; = 36 MAL V;,. NU,U,U, u.s.w. 

8. Versteht man unter dem Sinus eines Dreikants (einer dreiseitigen 
Raumecke) AMBC das Product aus dem Sinus des von zwei Kanten MA, 
MDB eingeschlossenen Winkels in den Sinus desjenigen Winkels, welchen 
die dritte Kante MC mit der Ebene des ersteren bildet, so ist der Inhalt 
des Teiraöders MABC = ı MA. MB.MC.sin(AMBC). Wenn daher 
AMBC, U,NU,U, zwei beliebige Dreikanten sind, und cos(MA, NU,) = u,. 
cos(MB, NV,) = ß,, cos(MC, NU,) = ,y, gesetzt wird, so ist 

sin (AMBC) .sin(U,NU, U,) 
= (u — aß) + (HB —uP)Yı + (0; B—auß)Y- 

Durch den so eben eingeführten Begriff können die Bedingungen, 
unter welchen vier auf einen und denselben Puuct, aber nicht in einerlei 
Ebene wirkende Kräfte sich im Gleichgewichte halten, sehr einfach aus- 
gedrückt werden. Dividirt man nämlich jede von den vier geraden Linien, 

33 
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welche die Eckpuncite eines Tetraöders mit seinem Schwerpuncte verbin- 
den, durch den Sinus der Raum-Ecke, welche die drei übrigen mit ein- 
ander bilden, so erhält man vier gleiche Quotienten. 

9. Das Product PO aus den Inhalten von zwei ebeuflächigen 
Körpern ist eine ganz algebraische Function von den Quadraten der gera- 
den Linien, welche die Eckpuncte des einen Körpers mit den Eckpuncten 
des andern verbinden. Ist nämlich der eine Körper von m und der andere 
von n Dreiecken eingeschlossen, so ist das Product 2335 P.Q einem Poly- 
nomium gleich, welches aus 3mn positiven und eben so vielen negativen 
Gliedern besteht. Ist ABC eine Seite des einen und U, U,U, eine Seite 
des andern Körpers, so dafs von diesen beiden Dreiecken, im Fall man 
die Oberflächen der Körper von aufsen betrachtet, entweder jedes auf der 
linken oder jedes auf der rechten Seite seines Umfangs liegt, so entstehen 
aus der Verbindung derselben die sechs Glieder 

(AU,).(BU,).(CU,) +(AU,).(BU,).(CU,”+(AU,).(BU,).(CU,) 
— (AU,)’.(BU,) .(CU,) — (AU,).(BU,).(CU,)— (AU,).(BU,)’.(CU,). 
Indem man auf diese Weise jede Seite des einen Körpers mit jeder Seite 
des andern verbindet, erhält man die erwähnten 6mn Glieder, deren alge- 
braische Summe den Werth von 288 PQ giebt. 

Es folgt dieser Satz, wenn beide Körper Tetraäder sind, aus (7.) 
und (1.). Auf diesen Fall kann alsdann jeder andere Fall leicht zurück- 
geführt werden. 


10. Wenn man drei Kanten eines Tetraäders, welche von einem 
und demselben Puncte ausgehen, durch a, 2, c, die ihnen gegenüberliegen- 
den Kanten durch «‘, 5’, ce‘ und seinen Inhalt durch P bezeichnet, so ist 

I44PP = aa” (#" HI" He +c”"— a —.a”) 
+ D°’ b’: (c° „m e” En dÜ + a” —b’ — b’) 
+ cc” (a +a” WR SEIEN \ SO, Dur ec”) 
— a" RER — AR — ARE — are. 
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19. 


Demonstration d’un thecoreme sur quelques integrales 
definies. 
(Par Mr. ©. Ramus de Copenhague.) 





Liopjet de cet article est de reproduire avec de plus amples developpe- 
ments la demonstration d’un theor&me de Mr. Jürgensen, inseree dans le 
Tome XXI. pag. 143 de ce journal, mais qui a paru inexacte a quelques 
geometres. 

Dans Tintegrale connue 








u? >; st 
1. ET O<m<iil) 
Je substitue y= —e, ou £ designe la nouvelle variable et « et x des quan- 


lites constantes, ce qui donne 
stif: Bu dt MERRENECER, 
pour @— x positif: = oo 

















2, 7 J x —t1)(t— a)” aym? 
pour — x negatif: \auLti nme [> er wre 
> 7 J (w—1)(t— a)” (2 — a)” ? 
ou bien 
w (—1)'7” sinmr p SE De 
4 sc (x —t)(t—o)”" 7 (2 e)"? 


& 
la limite superieure etant + x ou — x, suivant que a— x est positif ou 
negatif. Or on la formule suivante 

















z— pa) 
f@)= (2 —0,) (X —0,) .... (X Un) 
4. = =) AR: Da hr kin 
> nr r r 6a ei: r 2—Gn” 
k- rn p(«;) Be 
: (ii —0,) (i—0&,) .... (8 di) (ei — ip) <oii (@i— &n) e 


D(x) etant une fonction rationnelle et entiere de x, et Ilw(z) designant 
a 1 e 
le coefficient de — dans le developpement de %(z) suivant des puissances 


N 


entieres et descendantes de z. Dans les deux expressions (4) de f(x) je 
substitue 4, & &, & 2 &ıy .... 4, Ad G,, je multiplie par 
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(— Prtmatma. tan sinm, 7.sinm, 7%... SInM, 7 Hr l 
at, —a,)"ı(t,—u. a)" Deco (in Em ‚dbye... dl, 
et je prends les integrales depuis 
L, pe ds t, — Uns .... L, = Uny 


jusqu’a 
= to, nm to, .. 5 ea to, 

la limite superieure de /, efant + ou — x, suivant que 4, —x est po- 
sitif ou negatif, celle de £, etant + ou — x, suivant que .— x est 
positif ou negatif, et ainsi de suite. Dans la premiere expression (4) toutes 
les integrations indiquees s’effectuent facilement au moyen de la formule (3), 
et le resultat, que nous appelous F'(z), sera 

Pix) 


a (a... (ann? 


les nombres m,, M;, .... m, eiani supposes tous compris entre O et 1. 





D. ‘(z) —— 








u (3) 
Le premier terme Il i“, - du second membre de (4), etant traite de la 
a e F 3) 
meme maniere, devient 1 — e‘ . C: 1® 3) 7, Etant soumise a la 
i Ei 2 F (z) : v . 
me&me operation, devient ———-, comme il vient d’etre demontre; mais au 


a — 


lieu d’operer immediatement sur cette fonetion meme, on peut la developper 
suivant des puissances entieres et descendantes de z, et puis operer sur 


chaque coefficient en parliculier, notamment sur celui de —, ce qui produit 





; au > 1 F(z as 
necessairement le co@flicient de — du developpement de ec Conside- 
ki 
rons enfin le terme general - u 
— (fi 
> — 2 Sn a 1 
(«;0,) (ei —03) .-.. (ii — @i-ı) (ni — air) .. » (u—or) vr 


En faisant les substitutions et la multiplication ale plus haut, il vient 


(—1)rtmıtm2 +77 sinm, z.sinm, . SIN Mn 7. Y(ti)dt,. dtz....dti....din 1 


a" (t—t, (ti —t,).- ern a ..(bi- tn). (1,—a ea + (In— Ey)" n "at; ’ 











formule a soumettre aux integrations successives relatives a &ı, Eayeree biyenuc d,, 
entre Jes limites indiquees ci-dessus. L’ordre de ces integrations etant in- 
different, il convient de supprimer d’abord celle relative a £,, en ex&culant 
toutes les autres au moyen de la formule (3), puis a indiquer la seule restante 
par le signe diintegration. Par la on trouve: 


6 (1) es Dei pt: ‚)dt; 1 
. ur Sn u“ 











(t; u &. ralt; — , "3. .(u—a,)"anx—t;? 


; 














a — 
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| ou l’on voit, que le seul facteur (;—«;)”: du denominateur est resie 
intact dans toutes les integrations precedentes, tandis que tous les aufres 
facteurs 

(—a)", Km)", 0 m", (u), 2. (d—a,)”" 
ont ete introduits successivement par ces m@mes integrations relatives ä Z, 
by eeee by Epiy reed, Au moyen de la formule (5) Vexpression (6) 
| peut &tre presentee sous cette autre forme plus simple: 
7. he fe FO) jr 


t—ıx 





hk k, 
Chaque terme de la serie ——— ER ..+ ——z du second membre 





de (4) etant traite de Sn; Beer ei “ quantites &,, &ny +... G, etant 
rangees suivant l’ordre de leur grandeur, en commengant par la plus petite 
(les quantites negalives etant regardees comme moindres que les positives), 
on trouve 


(2x a) F(2)= up: Au Fax} 1 s” "(mi sinn, af”; Fa! ‚dt, 


i—I 








(2 > u.) F(<) = u. -- S—1 "isinm; af Eh) „dt, 


„<2e<Gn) Feo= mn _ Ss (1 "isjinm; af“ = Dog 


’ 
+. > Mr (—1)"isinm; af"; a . 


Cette derniere formule et celle, dont Mr. Jürgensen a deduit les theoremes 
de Mr. Richelot, coincident, comme on peut le voir dans le memoire intitule 
| „Note relative a un memoire de Mr. Richelot sur quelques integrales de- 
finies” (Tome XXIII pag. 142). 


6 aoüt 1842, 
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20. 


Demonstration d’un theoreme sur les &quations 
differentielles lıneaires a deux varıables. 
(Par Mr. ©. Ramus de Copenhague.) 





Dans la „Note sur une propriete des @quations differentielles lineaires & 
deux variables” inserce dans le Tome XXIII de ce journal, jai Eenonce le 
theoreme, que T'equation auxiliaire (5) etant transformee de la m@me ma- 
niere, dont on l’a derivce de l’equation (1), elle donne une nouvelle trans- 
form6e, qui se ramene a (4). Voici la demonstration generale de ce theo- 
reme. Lequation (5) peut Etre Ecrite comme suit: 

d” 7 ıR, dr m. +R; iR. .+Ro = 

dx dx” Zaite B 


les coöfficienis R,, R,, .... R, etant determines par cette loi generale: 








ie > erh dP;—ı , (a-ir2)(n—i+1) d* Pi 
k=(—1) [P.— dx + 1.2 dx: 
(n—i43)\n—i+? en, a3 P;_; v. 1)i- mr d-!ıP, ıl 
sich rn » Br ee: dr 


De la on tire la nouvelle formule auxiliaire: 
dr” y de! y EEE} 








F - i Ss, oe. 
da” +Sı Ar r dar? + Sy 0, 
ie coöffieient Ben S; etant determine par l’equation 
u; Ip mn dR;-ı (n—i+2)( (n—i+1) d? R;-: 
I; = (—1) Bi - " dx r MR "der 
(n—i+3)(n—i+2)(n—i+1) d® Rs elntlu 2). "Gerd d-UR, 1. 
” u. x: Z, Asien a . = 


Or en substituant a R, leexpression qui precede, et a R_, Ri.,... R 
leurs WDR analogues, on trouve 


2 im an 


—= P; +4, +4: % = ..+4, gr 





les cocöflieients A,, A:, +.» Pan etant RER par la formule 

















 DEEEEREEREEEHRE 
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rs ı IR —+k)n—i+k—1)....(n—i-+1) n—i+l (n—i+k)....(n—i+2) 
ee | hi u ihr ze or 
Rt) (n- aM: (n—i-H3) 
” 1.2 m 2 
er Au —H k —i-+k) (n—i ) 
sale 1) ı (n—i+ len ee 4D Nn— era uße- ch ar ut 19] 
| i+k)(n— 1. et kKIk— h 
| BR +k)(n ie .(n—i+ 21-3 T N, yet Eu 
h( le 


partant A, = 0, parceque 1—; Eh 7 tr =elN=0. On 
aura done A,=0, Aa=0, .... du Bi dou Fon tire 
Ser, 
et c’est ce que dit le tlıeoreme, q. f. d. 
6 aoüt 1842. 
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21. 
Theorie der Centralen. 


(Vom Herrn HH. Grafsmann, Lehrer der Mathematik zu Stettin.) 





Die grofsen Fortschritte, welche die neuere Geometrie in der Behandlung 
der Kegelschnitte gemacht hat, sind fast alle an die eigenthümliche Be- 
ziehung zwischen Pol und Polare geknüpft. Indem ich diese Beziehung 
analytisch abzuleiten versuchte, gelangte ich zu einer Verallgemeinerung 
derselben, welche nicht nur alle algebraischen Curven und Oberflächen 
umfafste, sondern auch in Bezug auf Curven und Oberflächen höherer Ord- 
nungen die Polare selbst nur als besondere Art einer allgemeinereu Gat- 
tung erscheinen liefs. Daraus entwickelte sich die nachstehende Theorie, 
welche eine so reichhaltige Reihe von Beziehungen zwischen den Curven 
und Oberflächen aller Ordnungen darbietet, oder noch verspricht, dafs ich 
wohl glauben darf, in ihr den wahren Gesichtspunct gefunden zu haben, 
von wo aus sich der Zusammenhang der verschiedenen algebraischen Gebilde 
überschauen läfst, und dafs ich hoffen darf, es werde durch Entwickelung 
dieser Theorie auch schon jetzt, wo sie erst in ihren Keimen vorliegt, ein 
nicht unwesentlicher Beitrag zur Theorie jener Curven überhaupt geliefert 
werden. Die ganze Theorie drängt sich um einen Satz zusammen, als 
dessen besondere Gestaltungen und unmittelbare Anwendungen alle ihre 
Resultate erscheinen, und welchen ich am vollständigsten am Schlusse 
dieses Aufsatzes mitgetheilt habe. Den grofsen Reichthum der Bezie- 
hungen, welche dieser Satz darbietet, wird man einigermalsen übersehen, 
wenn man bemerkt, dafs nicht nur alle jene schönen Sätze, welche 
Poncelet in seinem Memoire sur les centres de moyennes harmoniques 
aufstellt, nur als höchst specielle Fälle desselben erscheinen, sondern dafs auch 
die wichtigsten und allgemeinsten Sätze über Durchmesser und Durchmes- 
ser- Ebenen, Asymptoten, Tangenten und Tangential-Ebenen, über Krüm- 
mungsschwerpuncte von Curven und Oberflächen u. s. w. nur als ganz spe- 
cielle Fälle jenes Satzes sich zeigen und hier in ihrem unmittelbarsten Wesen 
und Zusammenhange ans Licht treten; ja so weit scheint dieser Zusammen- 
hang zu reichen, dafs es wohl kaum einen allgemeinen Satz über alge- 
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braische Curven und Oberflächen geben mag, welcher nicht mit jenem 
Satze in der engsten Beziehung stände. Die Entwickelung werde ich 
Schritt um Schritt genau in der Art geben, in welcher ich zu dem Re- 
sultate gelangt bin. Daher werde ich es mir erlauben, jene bekannte 
Beziehung zwischen Pol und Polare eines Kegelschnittes analytisch ab- 
zuleiten, um bei dieser Eutwickelung zugleich die Möglichkeit einer Ver- 
allgemeinerung und die Art, wie sie zu bewerkstelligen sein dürfte, in 
bestimmten Zügen vor die Augen zu stellen; und zwar in der Weise, wie 
sie sich bei jener analytischen Ableitung aufschlofs. Von diesem Satze 
aus werde ich dann (in $.2. und 3.) die Verallgemeinerung, mit Einschal- 
tung der Betrachtungen, welche mich dazu leiteten, ausführen. Als ich bis 
zu diesem Punet der Entwickelung gekommen war, wurde ich durch die 
Analogie der Resultate auf das oben angeführte Memoire von Poncelet 
geleitet, welches mich dann zu der in $. 4. vorgenommenen Vereinfachung 
führte und zu der in $. 8. ausgeführten reciproken Umwandlung veranlafste, 
während die dazwischen befindlichen Paragraphen nur Folgerungen aus 
dem Hauptsatz enthalten. Die Schlufsbemerkung endlich stellt eine noch 
höhere Stufe der Verallgemeinerung dar. 

Bei der ganzen Entwickelung werde ich mich stets derjenigen Be- 
zeichnung einer Strecke durch ihre Endpuncte bedienen, in welcher die Rich- 
tung vom Anfangspuncte zum Endpuncte hin zugleich mit festgehalten wird, 
und wonach also AB und BA, wenn A und B Puncte vorstellen, als enige- 
gengesetzte Gröfsen aufgefalst werden, d.h. AB= —BA oder AB+BA 
—= (0) gesetzt wird; wonach ferner, wenn A, B, CE Puncte einer Geraden 
sind, allemal AB+ BC = AÜC ist, welche Lage auch immer die drei Puncte 
in jener Geraden haben mögen, und wonach endlich zwei Verhältnisse 
einander entgegengesetzt genannt werden, wenn die Glieder des einen 
gleichgerichtete, die des anderen entgegengesetzt gerichtete Strecken dar- 

r 


stellen *). Sind z.B. a, db, c, d vier Strecken, und ist z = — 80 


sagen wir: a verhält sich zu d entgegengesetzt, wie c zu d. 





®) Diese Bezeichung ist in solcher Art schon von Möbius mit grofser Consequenz 
festgehalten; vergl. dessen barycentrischen Caleul p. 3 u. f. 
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$. 1. Analytische Ableitung der Polare eines Kegelschnittes in Bezug auf einen Punct. 


Der Satz, dessen analytischen Beweis wir hier zum Ausgangspunct 
der Entwickelung nehmen, ist folgender: 

„Wenn man von einem festen Puncte P durch einen festen Kegel- 
schnitt eine bewegliche Gerade zieht, welche denselben in zwei Puncten 
S, und S, schneidet, und man bestimmt auf dieser Geraden den zu P und 
dem Punctenpaare 8, und 8, gehörigen vierten harmonischen Punct 0, 
d.h. denjenigen Punct, dessen Entfernungen von den beiden Durchschnitts- 
puncten sich entgegengesetzt verhalten, wie die Entfernungen des festen 
Punctes von denselben Durchschnittspuneten, so ist der Ort des so bestimm- 
ten Punctes O eine Gerade.” 


Nänlich vermöge der im Satze ausgesprochenen Bedingung hat man: 
0S, PS 


05, 7 p»,’ oder 08,.PS,+08S,.PS, = 0. 
Um hier alle Entfernungen von dem festen Puncte P aus zu haben, setzen 
wir 098, = 0P+ PS, = PS,—PO=s,—g, inden wir die Entfernung 
eines jeden Punctes von dem festen Puncte mit dem entsprechenden kleinen 
Buchstaben bezeichnen und erhalten: 
1] sa = gs Ss): 
eine Gleichung, welche die harmonische Lage des Punctes Q bestimmt. 
Wir machen ferner den festen Punet P zum Durchschnittspunct zweier 
Richt- Axen, und nehmen an, die Gleichung des Kegelschnittes sei dann: 
[?] y+azy+br+ey+dste=0, 

welche Gleichung also die Relation zwischen den Richtstücken z und y 
irgend eines Punctes S im Umfang des Kegelschuittes darstellt *). Endlich 
nehmen wir an, dafs x’ und y’ die Richtstücke des Punctes Q seien, be- 
zogen auf dasselbe Axenkreuz. Dann haben wir, wenn P, 8, Q, wie es 
im Satze gefordert wird, in einer Geraden liegen sollen, die Gleichungen 


BR» (0 
x' Bo y' u q ? 
weil nämlich das von den Strecken x, y, s umschlossene Dreieck dem von 


x’, y’, g umschlossenen ähnlich ist, so dafs 


> ’ a $ e. A . 
3] = 17? BR T > a 


*) Statt der Namen Coordinaten und Coordinaten-Axen gebrauche ich die deut- 


schen Namen Richtstücke und Richt-Axen: eine Benennung, welche wohl keiner 
Rechtfertigung bedarf. 
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Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung [2] erhält man: 


2 Hs, ! 2 ‚d 
[4] y'"+axy'+ba REGE rer em 


ne A == (), 
7? 


Die Wurzelwerthe s, und s, dieser UA Gleichung sind dann 
schliefslich in [1] zu substituiren, um die gesuchte Ortsgleichung für @ 
zu erhalten. Da aber jene Gleichung [1] nur die Summe und das Pro- 
duct der Wurzeln enthält, so können wir von dem bekannten Gesetze An- 
wendung machen, dafs die Summe der Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung sich zu ihrem Producte entgegengesetzt verhält, wie der Coefficient 
der ersten Potenz der Unbekannten zu der Constanten; also 

(SH): = SE, 
Diese Werthe in die Gleichung [1.] substituirt, geben 

[5] cey’+do+2e = 0 

als Ortsgleichung des Punctes Q: also ist sein Ort eine Gerade. Diese 
Gerade nun ist es, welche man die Polare des Kegelschnittes in Bezug 
auf den Punct P nennt. 








(— e). 


$- 2. Verallgemeinerung des gefundenen Resultats. 


Betrachtet man den Gang des so eben geführten Beweises, um die 
Möglichkeit einer Verallgemeinerung zu übersehen, so ist zunächst klar, dafs 
die Bedingungsgleichungen [3] für die Lage der Puncte P, S, Q in einer 
Geraden unabhängig sind von der Natur der Curve, und dafs sie auch noch 
auf dieselbe Weise für die Oberflächen gelten. Ist daher statt der Glei- 
chung [2] die Gleichung irgend einer Curve oder Oberfläche gegeben, so 
wird daraus durch Substitution vermittelst der Gleichungen [3] eine Gleichung 
hervorgehen, welche der Gleichung [4] entspricht und welche in Bezug 
auf s von demselben Grade ist, wie die neue Gleichung [2]. In der That 
bestimmt die Gleichung [4] alsdann nur die Durchschnittspuncte einer 
von dem Axendurchschnitt P aus gezogenen Geraden mit der gegebenen 
Curve oder Oberfläche. Der eigentliche Nerv jenes Beweises liegt nun 
aber offenbar in dem Uebergange aus der Gleichung [4] in [5]. Dieser 
Uebergang wurde vermittelt durch den Satz, welcher die Relation zwischen 
den Wurzeln einer quadratischen Gleichung und deren Coöfficienten dar- 
stell. In demselben Maafse also, wie sich diese Relation verallgemeinern 
läfst, wird sich auch das darauf gegründete Resultat verallgemeinern lassen. 
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Hiermit haben wir demnach das wesentliche Princip der beabsichtigten Ver- 
allgemeinerung gefunden. Die allgemeine Relation zwischen den Wur- 
zeln einer Gleichung und den Coöfficienten derselben läfst sich am ein- 
fachsten und allgemeinsten auf folgende Weise aussprechen: „In jeder 
algebraischen Gleichung verhalten sich die Coefficienten zweier Potenzen 
der Unbekannten, wenn die Differenz der beiden Potenz - Exponenten gerade 
ist, eben so, wenn ungerade, entgegengesetzt, wie diejenigen Combinations- 
classen der Wurzeln, deren Classenzahlen jene Exponenten zu der Grad- 
zahl der gauzen Gleichung ergänzen; wenn nämlich die Combinationen als 
Producte ihrer Elemente aufgefafst und zu einander addirt werden.” Ist 
also a, der Coefficient, welcher zur rten Potenz der Unbekannten gehört, 
und bezeichnet ce, die rte Combinationsclasse aus den Wurzeln, im Sinne 
des Satzes genommen, so hat man, wenn n die Gradzahl der Gleichung ist, 


nr Gr (— 1 y 


im Ge 
nur das Gesetz der Zeichen darstellt. Setzt man hier 
n=s, so hat man, da die Ote Combinationsclasse allemal der Einheit gleich ist, 





r 


wo der Factor (— 1)” 


d ih 
n—r" —_ (—1)" 2 


N zu - 


(in 
eine Form. von welcher wir besonders Gebrauch machen werden. — Ver- 
mittelst dieses Gesetzes nun hatten wir aus der Gleichung [4] die End- 
gleichung [5] dadurch abgeleitet, dafs wir die Coefficienten der ersteren 
statt der Summe und des Productes der Wurzeln in [1] substituirt hatten; 
wobei q von selbst wegfiel. Wir werden also jetzt im allgemeinen Falle 
statt der Gleichung [1] eine solche Gleichung annehmen müssen, welche 
nur von den Combinationsclassen der Wurzeln aus [4] abhängt, und zwar 
so, dafs, indem wir die Coäfficienten von [4] statt dieser Combinations- 
classen in die neue Gleichung [1] substituiren, qg von selbst wegfalle. Neh- 
men wir an, dafs in dieser Gleichung [1] jede Potenz von g nur mit einer 
Combinationsclasse der Wurzeln multiplicirt sei, so überzeugt man sich 
leicht, dafs, damit g bei jener Substitution wegfalle, die Ordnungszahl die- 
ser Combinationsclasse den zugehörigen Exponenten von g zu n, der 
Grundzahl der Gleichung, ergänzen müsse; wie sich dies bei der nachfol- 
senden Eintwickelung noch deutlicher darlegen wird *). Wir haben nun 





*) Dieselbe Bedingung, dafs q wegfalle, läfst sich noch auf eine allgemeinere 
Weise realisiren, indem man in der Gleichung [1] jede Potenz von q mit einem Pro- 
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alle Elemente der beabsichtigten Verallgemeinerung zur Hand, durch de- 
ren Zusammenstellung wir daher sogleich zu dem gesuchten Satze in sei- 
ner allgemeinsten Form gelangen werden. 

Es sei sonach von einem festen Puncte P durch eine feste Ober- 


fläche nter Ordnung eine bewegliche Gerade gezogen, welche dieselbe in 
den Puncten S, .... S, schneide.e. Man bestimme in dieser Geraden den 
Punct Q durch die Gleichung 
(1) +) Thale) anne 
ie ae re): = 0, 
in welcher wieder, wie oben, statt PO, PS, u.s.w. g, 5, u.S. w. gesetzt 
ist, worin ferner (Sees) die rte Combinationsclasse aus den Entfernun- 
gen S/....5, in dem oben angegebenen Sinne bezeichnet, und worin a, ... 
... &, constante Coefficienten sind. Um diese Gleichung kürzer schrei- 
ben zu können, bedienen wir uns der bekannten Summenbezeichnung, und 
haben also 
l. Zu,(8 Re = 0, 
indem das Summenzeichen die Summe aller Glieder darstellt, welche man 
erhält, wenn man dem a nach und nach alle Werithe von n bis O giebt *). 
Es sei ferner die Gleichung der gegebenen Oberfläche, den Punct P wie- 
der zum Axendurchschnitt genommen, 

F.(2,7,2)+ Fı-(%, »2)+-..+HF (X, Y, 2) +F,2,,,2) = 0, 
indem wir hier unter F\,(x,y,z) eine homogene Function vom rien Grade 
von 2, y, 2, d.h. eine solche Function dieser drei Veränderlichen verste- 
hen, deren Glieder in Bezug auf diese Veränderlichen vom rien Grade 
sind, und wo also F\, (2, y,2) einer Constanten gleichbedeutend ist. In- 
dem wir wieder die Summenbezeichnung anwenden, läfst ‘sich jene Glei- 
chung kürzer so schreiben: 

. 0 (Rt, 
Als Bedingungsgleichung für die Lage der Puncte P, S, Q in einer Ge- 





duct aus mehren Combinationsclassen der Wurzeln multiplieirt sich vorstellt: eine Ver- 
allgemeinerung, welche ich in der Schlufsbemerkung versucht habe. 


=) Es ist hier keinesweges nothwendig, die Bedingung, dafs a nur alle ganzen 


Werthe von O bis n darstelle, noch als eine besondere Bedingungsgleichung hinzuzu- 


> ° y 4 r 
fügen, indem der Ausdruck (8, »... 8.) für alle andern Werthe von a von selbst ver- 
schwindet. 
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den haben wir wieder, wenn x‘, y‘, 2’ die Richtstücke des Punctes © in 
Bezug, auf dieselben Richt- Axen bezeichnen: 





N vo $ 
$ $ Ss 
3. 71er yay; z=—z". 
I 7 q 


Diese Werthe in die Gleichung 2. substituirt, geben 
. zer) [og 
q" 

Wenn nun, wie wir voraussetzen, die Gleichung (2.) vom nien Grade ist, 
so ist es auch diese Gleichung (4.) in Bezug auf s. Die 2 Wurzeln die- 
ser Gleichung s,.... s„, oder vielmehr die daraus gebildeten Combinations- 
classen sind nun in (1.) zu substituiren. Es ist, wenn man wieder für 
einen Augenblick den Coöfficienten von s* in dieser Gleichung durch a, 
bezeichnet, | 


“n—qa ad 
(S} o...8,) pen; = — 1)", 


Substituirt man diesen Ausdruck in (1.), multiplieirt dann die ganze 
Kah,ys®) 
qa® 


Gleichung mit a, und seizt statt a, seinen Werth ‚so er- 





giebt sich 

5. 3u,F, (2, y, 2) N" = 0; d.h. 

a. F.(2, y5 2) — u Fr (2, y5, 2) +... 1a, F, (2, y,%‘) 
+(—-1"uF,(2,y',2') = 0, 

als Ortsgleichung für den Punct @. Diese Gleichung ist im allgemeinsten 
Falle vom nten Grade; aber ihr Grad kann sich beliebig verringern, wenn 
irgend eine Anzahl von den Coefficienten &,, &n-ı5 »*++; Von a, an ge- 
rechnet, O0 wird. Werden z. B. von den Coefficienten alle diejenigen, 
deren Zeiger gröfser als »n ist, gleich O gesetzt, so sind die Gleichungen 
(1.) und (5.) nur noch vom snten Grade. Die Resultate der ganzen Ent- 
wickelung können wir in folgenden Satz zusammenstellen: 


„Wenn man von einem festen Punct P aus durch eine feste Ober- 


lläche nter Ordnung eine bewegliche Gerade zieht, welche dieselbe in den 
nPuncten 8, .... 8, schneidet, und dann auf dieser Geraden einen oder 
mehre Puncte Q durch eine Gleichung (1.) bestimmt, welche nach Poten- 
zen von PO in der Art forischreitet, dafs jede rte Potenz von PO mit 
der ergänzenden, d. h. (a —r)ten Combinationsclasse aus den Entfernun- 
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gen PS, .... PS, (die Elemente multiplieirt, die Combinationen addirt ) 
und einem willkürlichen constanten Coefficienten @, multiplieirt ist: so ist 
der Ort des Punctes @, sobald man P zum Durchschnittspunct der Richt- 
Axen macht, durch eine Gleichung (5.) bestimmt, welche man aus der ur- 
sprünglichen Gleichung (2.) der Oberfläche dadurch gewinnt, dafs man jedes 
Glied der letzteren mit demjenigen Coefficienten aus (1.) multiplieirt, dessen 
zugehöriger Potenz-Exponent dem Grade dieses Gliedes gleich ist, das 
Zeichen aber unverändert läfst, oder entgegengesetzt nimmt, je nachdem 
der Grad dieses Gliedes einen geraden, oder ungeraden Werth hat ’*).” 

So sind wir nun zwar zu einem sehr allgemeinen Resultate gelangt: 
dasselbe hat aber noch wegen der Unbestimmtheit der Coöfficienten « keine 
individuelle Bedeutung, und es fehlt ihm noch an dem wesentlichen Princip, 
welches jedes Allgemeine allein fruchtreich zu gestalten vermag. 


$. 3. Individuelle Gestaltung des allgemeinen Resultats. 

Um das allgemeine Resultat fruchtbringend zu individualisiren, müssen 
wir eine Bestimmung der Coefficienten « versuchen, welche die wesent- 
lichsten und einfachsten Beziehungen auffafst; wobei wir uns aber wiederum 
durch die Beziehung zwischen vier harmonischen Puncten leiten lassen. Näm- 
lich sind S, und S,, P und O die beiden harmonischen Punctenpaare, so liefs 
sich die harmonische Beziehung derselben ausdrücken durch die Gleichung 

OS 0: 

ps, + pP: md. 

Es ist klar, dafs hier, wenn S, und 8, in einen Punct S zusammenfallen, 
die Gleichung in OS = 0 sich verwandelt; d. h. @ fällt alsdann in den- 
selben Punct S. Halten wir nun diese Beziehung auch für den allgemei- 
nen Fall fest, dafs nämlich, wenn die Puncte S, .... S, alle in einen Punct 
S' zusammenfallen, dann auch die Puncte Q, deren Anzahl »n sein mag, 
alle in denselben Punct S fallen, so gelangen wir sogleich zu einer Be- 
stimmung sämmtlicher Coefficienten «, sobald die Anzahl m der Puncie @ 
gegeben ist; und in der That läfst sich kaum eine einfachere Beziehung 
zwischen jenen Puncten denken **). Die Gleichung (1.) verwandelt sich 
für den Fall, dafs alle Puncte $, .... S, in einen Punct S’ zusammenfallen, in 

> a,n PS" PO‘ —0 oder 3a, ng 0, 





*) Es versteht sich von selbst, dafs der Satz eben so für ebene Curven gilt. 
**=) Auch ist dies offenbar die einzige Annahme, bei welcher Projectivität statt 


finden kann (vergl. $. 4.). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 35 
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.(N . . “ 
wo » die Anzahl der Combinationen aus nn Elementen zur aten Classe, 


n an en bezeichnet. Nänlich da s, = s,= ... 
a en—N 


> r m r n .n=( 
..—s,=s ist, so verwandelt sich (s,....5,) inz  s”*, wo statt n 





also die Zahl 


das ihm gleiche n gesetzt werden kann. Soll es nun m Puncte Q, d.h. 
m Werthe von PQ oder g geben, so mufs die letzte Gleichung in Bezug 
auf 4 vom znten Grade, d. h. «, mufs, so lange a gröfser als mn ist, gleich 
0 sein. Sollen ferner diese a» Puncte Q alle in S fallen, d. h. sollen die 
m Wurzelwerthe für g alle gleich s sein, so können wir wieder von der 
Relation zwischen den Coöffieienten einer Gleichung und den Combinations- 
classen der Wurzeln Gebrauch machen. Bezeichnen wir wieder für einen 
Augenblick den Coäfficienten von g° in obiger Gleichung durch «,, so ist, 


da der Grad der Gleichung m ist, die (m—-.a)te Combinationsclasse der 


i i a, ei . \ i 
Wurzeln gleich — (—1)""". Da hier alle m Wurzeln gleich s sein sollen, 


m 


. > “ . . «m—ü 
so ist die (m—-.a)te Combinationsclasse der Wurzeln gleich m s”-* oder 


; A. o. . . 
gleich »» s”"*. Substituiren wir nun auch die Werthe von a, und a, aus 


obiger Gleichung, so ergiebt sich 
.A 
un SR 


.m 
UmnNn "7" 





m s"ı = (—1)”"?, 


N 
m m ” 
d.h, = — a,„n (—1)""%; 


Q m 


wodurch die Coefficienten der Gleichung (1.) bestimmt sind. Substituirt 
man nämlich den gefundenen Werth in die Gleichung (1.), und dividirt mit 
dem gemeinschaftlichen Factor nl , so erhält man 


.Q 


La. 2- (so...) PN 0; 


n 
und substituirt man denselben Werth in die Endgleichung (5.), so erhält 
man, nachdem man dieselbe wieder mit «„n' (—1)"” multiplicirt hat, 
“0 
a he F,(zy'2) =0. 


n 


Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dafs, wenn die Gleichung (I. a.) 
die Lage der Puncte Q in der von P aus durch die Oberfläche gezogenen 
Geraden bestimmt, dann die Gleichung (V. a.) die Ortsgleichung des Punctes 
O ist. Ist insbesondere m =1, so haben wir in (l.«.) nur zwei Werthe 
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für a, nämlich a = 1 und a = 0 anzunehmen, indem für jeden andern 
- Li . ” “a . a . ” 
Werth von a die Combinationszahl »2, d.h. hier I , gleich O wird. Mau 


hat also für diesen Fall 
1 


” 


Tr. er E t 
Dividirt man diese Gleichung mit > ($1+... 87), so erhält man 


1 1 1 n 1 1 
” = 4. tet Aentntt BE 

Es ist sonach der Punct Q für diesen Fall nichts anderes, als was Poncelet 
das Centrum der harmonischen Mittel der Puncte 8, ....S, in Bezug auf 
den Punet P nennt *). Wir ändern diese Benennung, um sie auf den all- 
gemeinen Fall anwenden zu können, dahin ab, dafs wir O die harmonische 
Mitte zwischen 8, .... 8, in Bezug auf P nennen; fällt insbesondere P 
ins Unendliche, so nennen wir jenen Punct @ schlechthin die Mitte zwi- 
schen den Puncten S, .... S, **). Für den allgemeineren Fall nun nennen 
wir die durch die Gleichung I. a. bestimmten Puncte Q die harmonischen 
Mitten mter Ordnung zwischen jenen Puncten 8, .... 8, in Bezug auf P, 
und bemerken nur noch, dafs die wesentliche Bedeutung dieser Puncte Q, 
welche in der Gleichung (I. a.) noch verhüllt liegt, erst im folgenden 
Paragraph ans Licht treten wird =). Nehmen wir nun einen Puncet P 
und eine Oberfläche an, und ziehen von P beliebige Strahlen, so nennen 
wir die auf den Punct P bezüglichen harmonischen Mitten zwischen den 
Durchschnittspuncten eines jeden solchen Strahles und der Oberfläche, zu- 
gleich die zu der Oberfläche gehörigen harmonischen Mitten »nter Ordnung 
in Bezug auf P, und den geometrischen Ort derselben die »nte Centrale 
der Oberfläche in Bezug auf P. Vermittelst dieser Benennungen, welche 
der ganzen folgenden Abhandlung zu Grunde liegen, läfst sich das allge- 
meine Resultat in folgendem Satz aussprechen: { 


(Bu 20.. og — (Ser. s.) = 0 





*) In seinem Memoire sur les centres de moyennes harmoniques, welches im 
dritten Bande dieses Journals abgedruckt ist. 


*#*) Dieser Punct ist, wie sich später zeigen wird, der Punct der mittleren Ent- 
fernung zwischen jenen Puncten. Wenn wir ihn hier die Mitte nennen, so gewin- 
nen wir den für die Verallgemeinerung unerläfslichen Vortheil einer kürzeren Bezeich- 
nung, ohne den einer unzweideutigen und sprachgemäfsen Benennung aufzugeben. 


#2) Danach würde also für jenen Fall, wo m =1 war, noch der Zusatz „erstei 
Ordnung” hinzukommen müssen: doch kann dieser Zusatz, wenn es nicht auf den 
Gegensatz ankommt, um so eher weggelassen werden, da die erste Ordnung auch 
meist schon durch die Singularform angedeutet wird. 


a 
39” 
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„Die mte Centrale einer Oberfläche nter Ordnung in Bezug auf 
einen festen Punct P, d.h. der Ort eines Punctes Q, welcher in einer von 
P aus gezogenen, die Oberfläche in den Puncten $, .... S, schneidenden, 
beweglichen Geraden dergestalt liegt, dafs der Gleichung (I. a.) 


.Q 
m |. je 
Z 7 (PS, .... PS,) PO': (— 1)” R — 0 
N 

genügt wird, ist eine Oberfläche mter Ordnung; und zwar ist, wenn die 


gegebene Oberfläche (P zum Axendurchschnitt genommen) durch die Glei- 
chung (2.) 
zF,(e, y, 2) = 0 e 


dargestellt wird, die Gleichung (V. a.) der mten Centrale folgende: 


od 

m a) d PER ” 
I — F,(o,y,2)=Dd. 

N 


Die specielle Form dieses Satzes für m = 1 wird, da dann (V. «.) in 
F,(z,y,z2)+nF,(2,y, 2) = 0 
sich verwandelt, folgende sein: 

„Die erste Centrale einer Oberfläche nter Ordnung in Bezug auf 
einen festen Punct P, d.h. der Ort eines Punctes Q, welcher in einer von 
P aus gezogenen, die Oberfläche in den Punecten 8, .... S, schneidenden 
beweglichen Geraden dergestalt liegt, dafs der Gleichung 

n 1 1 1 
Tr Wer PS, u DS, +..+ DS; 
genügt wird, ist eine Ebene; und zwar wird die Gleichung derselben 
(wenn P zum Axendurchschnitt gemacht ist) aus der der gegebenen Ober- 
fläche dadurch gefunden, dafs man in der letzteren alle Glieder von einem 
höheren Grade als dem ersten wegläfst und das constante Glied mit n 
multiplicirt.” 

Da man jedes System von n Ebenen als Oberfläche nter Ordnung an- 
sehen kann, so ist eine specielle Folgerung dieses speciellen Satzes der von 
Poncelet in dem angeführten Memoire aufgestellte Satz, nämlich, dafs, wenn 
man von einem festen Punct durch ein System von Ebenen beliebige Strah- 
len zieht und auf jedem Strahl zwischen seinen Durchschnittspuncten mit 
jenen Ebenen die harmonische Mitte (erster Ordnung ) in Bezug auf jenen 
festen Punct nimmt, diese Mitten alle in einer und derselben Ebene liegen. 
Und auch die übrigen in jenem Memoire aufgestellten Sätze erscheinen als 
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specielle Fälle jenes Satzes, wenn man auf ihn das Princip der Recipro- 
cität anwendet; wie sich späterhin ($. 8.) zeigen wird. Auch deutet 
Poncelet in jeuem Memoire (pag. 253) darauf hin, dafs die dort mitgetheil- 
ten Beziehungen einer Uebertraguug auf die Theorie der Curven und Ober- 
flächen fähig seien. Diese Uebertragung ist nun in dem vorhin aufgestell- 
ten speciellen Satze vollzogen. Aber dieser specielle Satz selbst zeigt 
sich erst in seiner vollen Bedeutung, und die Menge der Beziehungen, 
welche er darbietet, {ritt erst hervor, wenn er als specieller Fall jenes 
allgemeinen Satzes aufgefalst wird. Doch müssen wir, um alle diese Be- 
ziehungen und Folgerungen auf die leichteste und einfachste Weise ableiten 
zu können, den allgemeinen Satz dadurch vereinfachen, dafs wir die Glei- 
chung (I. «@.), welche für den Fall, dafs m = 1 war, eine so einfache Ge- 
stalt annalın, auch für den allgemeinen Fall auf eine gleich einfache Form 
bringen. 


$. 4. Darstellung des Hauptlehrsatzes für die Theorie der Centralen in seiner 
einfachsten Form. 

Zu der beabsichtigten Vereinfachung mag folgende Bemerkung lei- 
ten, welche auch an sich nicht ohne Interesse ist. Schon Poncelet hat 
gezeigt, wie die durch die Gleichung (I. a.) für den Fall m=1 dar- 
gestellte Relation eine projectivische ist, d. bh. durch beliebige Projection 
der Puncie, auf welche sie sich bezieht, nicht geändert wird. Daraus 
läfst sich, wie aus manchen anderen Umständen, vermuthen, dafs jene 
Relation auch im allgemeinen Falle eine projectivische sein werde. Um 
diese Vermuthung zur Gewilsheit zu bringen, und dabei zugleich zu der 
bezweckten Vereinfachung, zu gelangen, wollen wir die allgemeine Form 
solcher Gleichungen, welche eine projectivische Relation darstellen, aus- 
mitteln, und dann nachweisen, dafs die Gleichung (I. «.) diese Form hat: 
Wir setzen als bekannt voraus, dafs, wenn man in einer Ebene von 
einem festen Puncte A aus beliebige feste Strahlen a, .... «, zieht und 
durch dieselben eine bewegliche Gerade legt, welche jene Strahlen be- 
zieblich in den Puncten B, ..... B, schneidet, allemal folgendes Doppel- 
verhältnifs zwischen beliebigen vier Puncten, z.B. B,, B., B,, D,, eoit- 
stant ist: 


wi #, , 2225 
BB,'’B5,‘ 
Daraus folgt, dafs auch jede Function dieses Doppelverhältnisses in der 
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Projection constant bleiben mufs; und auch umgekehrt, dafs, wenn irgend 
eine Function der Entfernungen zwischen den Puncten einer Geraden in 
der Projection constant bleibt, jene Function sich als Function solcher 
Doppelverhältnisse darstellen lassen mufs; nämlich so, dafs sie aufser diesen 
Doppelverhältnissen nur constante Gröfsen enthält. Es seien nun P, Q, 
S,....9, Puncte einer Geraden, zwischen denen eine projectivische Relation 
statt findet. Dann mufs sich die Gleichung, welche diese Relation ausdrückt, 
wenn wir, was immer möglich ist, P, Q, S, jedesmal als drei von den vier 
Puncten annehmen, zwisehen welchen das Doppelverhältnifs statt findet, in 
der Form darstellen lassen: 
r(05,95., 08, 08, 08, ,051) = 9 
PS, PS,’ DS5,'Ps,’ "5 PS) 
wo f das Zeichen einer beliebigen Function ist. Es sei .diese Function 
eine algebraische vom mten Grade, so wird man durch Multiplication mit 


0S,\" _. ne 
(>23) eine homogone Function vom mten Grade aus den einfachen Quo- 
Ai. 


tienten erhalten ; also wird jene Gleichung sich in der Form darstellen lassen: 
[08 OS, 
Mi ($ . oe... Dee) = Ö, 

PS, PS, 
wo wieder F, das Zeichen einer homogenen Function vom »nten Grade 
ist. Um alle Entfernungen von P aus zu haben, kann man statt OS,, 


OP-+PSs,, oder PS, —PO, oder, mit der schon früker gebrauchten Abkür- 


. 0S $ — ( ( .. 
zung, 8 —g seizen: also it = 7 —1—- und mau erhält 
e" PS, $] $} 


r.[i-9),...(- 9] 0 


Soll also die Gleichung I. a. eine projectivische Relation darstellen, so 
mufs sie sich, da sie zugleich in Bezug auf y vom »nien Grade ist, auf 
diese Form bringen lassen. Da aber (l.a.) zugleich eine Function aus 
den Combinationsclassen der n Entfernungen $, .... $, Ist, so mufs sie siclı 
auch in einer Reihe von Gliedern darstellen lassen, deren jedes ein Pro- 





duct aus den Combinationsclassen der Elemente (1— 2) on (1i— 1) ist, 


1 In 


multiplieirt mit irgend einem constanten Coefficienten, und zwar muls die 
Summe der Classenzahlen in jedem Gliede m sein. Dafs dies für den 
ersten Grad statt findet, ist unmittelbar klar; denn die erste Combinationselasse 
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aus jenen Elementen ist 


( — 2) +41 N)+..(1- 4) oder m 11... t. 


A 2 n 1 
Dies giebt, gleich O gesetzt und mit g dividirt, die Gleichung 
di 1 1 
Te he. a te 
| Für den ersten Grad ist also die Projectivität der Gleichung I. «. nach- 
gewiesen. Um sie auch für den mten Grad nachzuweisen, ist zuerst 


irgend eine, z. B. die rte Combinationsclasse jener Elemente (1 _ 1) u. 8. W., 


nach Potenzen von g zu entwickeln. Es findet sich 
Fi 


(1-7) a fe 2] = 2-1 (aa) (er ,) f 


Denn, um bei der Entwickelung jener Combinationsclasse den Coöfficienten 
von g° zu erhalten, mufs man aus een die Combinationen zur rien 
Ulasse, und aus jeder wieder die zur aten nehmen; wobei man die Combi- 
nationen aus —.... — zur aten Classe und zwar jede so oft erhält, als 
| es Combinationen aus (n— a) Elementen zur (r—.a)ten Classe giebt: letz- 
teres nämlich deshalb, weil jede Combination zur aten Classe so oft vor- 
kommen mufs, als es verschiedene Arten giebt, diese Combination zu einer 
der rten Classe zu ergänzen, und dies offenbar auf so viele Arten gesche- 
hen kann, als es Combinationen aus den noch übrigen (n— a) Elementen 
zu der ergänzenden, d.h. (r— a)ten Classe giebt. Dafs das Zeichen durch 
den Factor (—1)* dargestellt wird, ist an sich klar. Aus der so eben ge- 
führten combinatorischen Entwickelung ergiebt sich zugleich unmittelhar 
| für die combinatorischen Zahlen das Gesetz 
nr = n"(n—a) ‘; also it n—ı)" — rn 

Substituirt man den letzteren Ausdruck in den gefundenen Ausdruck für 


die rte Combinationsclasse, so ergiebt sich 
nr gi 1\° 
> fe 1 ja (2-5) q°. 








n77 


” 
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung (I. «a.), so zeigt sich 
leicht die vollkommene Uebereinstimmung, wenn man in jenen Ausdruck m 
statt r einführt, und ihn gleich O setzt. In der That: multiplieirt man die 


Gleichung 
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. a 4 4: a 
= —| ’ on EUE Q m 
( ) n" ( —) g 0 


5, 
mit 2 t, so erhält man die Gleichung (1. a.) unmittelbar, nämlich 
a .en— 

EI FT -..d) =. 

N 


Daraus folgt, dafs die Gleichung (I. «.) in der That eine projectivische 
Relation darstellt, und dafs sie durch die Gleichung 


1. b. I 9) srl) ie 0 





Sn 
‚ | : i 1 0Ss, 
ersetzt wird, statt welcher man, indem man wieder statt 1— -, pg us w. 
1 er 


setzt, auch schreiben kann: 


0, 0S.\ _ 
I. b. PS, .e. 0 PS, m 
eine Gleichung, welche höchst einfach ist, und welche sich für nm =1 in 
0S, 05, OS, u 
BT, tet > 


verwandelt. Noch ist zu bemerken, dafs sich auch der Gleichung V. a. eine 


OÖ: 


in vielen Fällen bequemere Form geben läfst. Multiplicirt man dieselbe mit n”, 


vn 

n m . . . 

so kann man statt — — , nach dem vorher erwiesenen combinatorischen 
n 


Q 


Gesetz, auch (na—a)” " setzen und erhält dann 


Vv. Z(n—a)”" "Fa, y,2)= 0, 
für die einfachste Form der Ortsgleichung für O0. Das ganze Ergebnifs 
der bisherigen Untersuchung läfst sich nun in dem folgendem Satze aufstellen, 
welcher die gröfste Einfachheit mit der gröfsten Allgemeinheit verbindet 
und den Hauptsatz unserer Theorie bildet: 


„Wenn man von einem festen Punci P durch eine feste Oberfläche 
nier Ordnung eine bewegliche Gerade zieht, welche die Oberfläche in den 
Puneten 8, .... 8, schneidet, und auf dieser Geraden emen Punct Q so 
annimmt, dafs die Summe aus sämmtlichen Producten zu m Factoren, 
welche sich aus den Quotienten der Entfernungen jedes Durchschnitts- 
punctes von dem Puncte P einerseits und dem Puncte Q andrerseits bil- 
den lassen, gleich O ist, so ist der geometrische Ort des Puncts Q eine 
Oberfläche mter Ordnung; und zwar erhält man, wenn P zum Azen- 
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durchschnitt gemacht ist, die Gleichung derselben aus der der Oberfläche 
dadurch, dafs man jedes Glied der letztern mit einer Combinationszahl 
mulliplicirt, deren Elementenzahl den Grad dieses Gliedes zu n, und de- 
ren Classenzahl denselben zu m ergänzt.” 


Es wäre leicht gewesen, diesen Satz sogleich an die Spitze zu 
stellen und ihn unmittelbar zu beweisen. Wir hätten zu dem Ende nur 
den rückgängigen Weg einschlagen und von der Gleichung (1.), welche 
zur Definition der harmonischen Mitten mter Ordnung dient, auf (1. 2.) 
und dann auf (1. a.) zurückgehen und vermittelst dieser Gleichung den 
Beweis nach der in $. 2. befolgten Meihode führen dürfen. Wir ha- 
ben den freilich etwas weitläuftigeren, aber, wie es scheint, fruchtreiche- 
ren Weg der Schritt für Schritt fortgehenden Entwickelung vorgezogen, 
indem es ja weniger auf das einzelne Ergebnifs, als auf die Darstellung 
allgemeiner und fruchtbarer Erweiterungsmethoden ankommt. 


Wir gehen nun zu den Folgerungen aus diesem Satze über, und 
werden zuerst den Zusammenhang der verschiedenen Centralen, welche 
zu derselben Oberfläche und demselben Puucte P gehören, darstellen, und 
dann die besonderen Fälle ins Auge fassen. 


$. 5. Zusammenhang zwischen den Centralen eines Systems und zwischen Centrale 
und Polare. 

Nimmt man die sämmtlichen auf einen Punct bezüglichen Centralen 
einer Oberfläche nter Ordnung, wobei sich diese Oberfläche selbst als nte 
Centrale ansehen läfst, so bilden dieselben ein System von Centralen, 
welches eine Reihe merkwürdiger und einfacher Beziehungen darbietet, 
von welchen wir die wesentlichsten hervorheben wollen *). 


Nämlich, stellt man die Gleichungen zweier solcher Centralen, z. B. 
der mten und rten, in der Form V.«. auf, so erhält man: 


"a 


>> = F,(z,y,2) = 0 für die mte Centrale und 


a 
er F,(2,y,2) = 0 für die rte Centrale; 





mi 


%) Setzt man nämlich in der Gleichung V. m = n, so erhält man, da (n—.a) 
—=1 ist, die ursprüngliche Gleichung der Oberfläche wieder; auch ist aus der Glei- 
chung I. klar; wie dann die » Puncte Q mit den rn Puncten S zusammenfallen. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft 3. 36 
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wenn nämlich der Punct P zum Axendurchschnitt gemacht wird und die 
Gleichuug der gegebenen Oberfläche 

ZzE,ta, y,%) we.0 
ist. Vergleicht man jene beiden Gleichungen, so leuchtet sogleich ein, 
dafs, wenn r kleiner ist als m, die rte Centrale zugleich Centrale der 
durch die mte dargestellten Oberfläche ist, und zwar in Bezug auf den- 


Q a ) 
. .. . 7 Mm * . . . 
selben Punct P, weil nämlich —— »—— = —— ist. Nimmt man also in 


m nm" n" 
Bezug auf einen Punct die ante Centrale einer Oberfläche nter Ordnung, und 
von dieser Centrale wieder in Bezug auf denselben Punct die rte, so ist 
die letztere zugleich die rte Centrale der gegebenen Oberfläche in Bezug 
auf denselben Punct, oder: 

„In jedem System von Centralen, in Bezug auf einen Punct, ist 
jede derselben zugleich Centrale aller höheren Centralen, in Bezug auf 
denselben Punct.” 

Da ferner ein System von Centralen in Bezug auf einen Punct P 
von jeder durch diesen Punct gezogenen Geraden in Puncten geschnitten 
wird, welche in demselben Sinne ein System harmonischer Mitten bilden, 
so ergiebt sich zugleich folgender Satz: 

„Nimmt man die harmonischen Mitten aller Ordnungen zwischen 
n Puncten einer Geraden, in Bezug auf einen Punet P derselben Geraden, 
so sind die harmonischen Mitten irgend einer Ordnung nicht nur dergleichen 
für die gegebenen n Puncte, sondern auch für jede Reihe von Puncten, 
welche harmonische Mitten höherer Ordnung zwischen denselben r Puncten 
sind; und zwar wiederum alles in Bezug auf denselben Punct genommen.” 

Es entsteht nun die Aufgabe: wenn der Punct Q fest ist, den Ort des 
Punetes P, welchen wir Pol nennen, zu finden; oder zunächst die Aufgabe: 
zwischen n Puncten 8, .... 8, einer Geraden, in Bezug auf einen Punct Q 
derselben Geraden, den Pol mter Ordnung P, d.h. denjenigen Punct P zu 
finden, in Bezug auf welchen Q@ eine harmonische Mitte ter Ordnung ist. 

Man hatte für die Beziehung zwischen P und Q die Gleichung 

0S, OS,” 
PS’ PS, 
PS, PS, PS 


. . . a a, “ u I - °; ı ; n 
Multiplieirt man dieselbe mit 05.°05, "05, 


== (). 
so erhält man unmittelbar 


== (0. 


PS, PS, 1.5 
08, u... 08, 
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Es giebt also, da diese Gleichung in Bezug auf P, oder vielmehr in Bezug auf 
OP, von der (r— m)ten Ordnung ist, (n— m) Pole mter Ordnung zwischen 
S,....8, in Bezug auf P; namentlich giebt es zwischen n Puncten einer 
Geraden na — 1 Pole erster Ordnung in Bezug auf einen Punct @ ( worauf 
schon Poncelet hingedeutet hat *)), aber nur einen Pol (nr — 1)ter Ordnung. 
Da ferner die zuletzt entwickelte Gleichung, wenn man P und Q ver- 
tauscht, die Gleichung für die harmonischen Mitten (a—m)ter Ordnung ist. 
so hat man folgenden interessanten Malz: 

„Die Pole »ter Ordnung zwischen einer gegebenen Reihe von 
nPuncten in einer Geraden, in Bezug auf einen Punct in derselben Geraden. 
sind identisch mit den harmonischen Mitten (a — m)ter Ordnung zwischen 
denselben Puncten und in Bezug auf denselben Punet.” 

Ziehen wir nun von einem festen Punct @ durch eine feste Ober- 
fläche nter Ordnung eine bewegliche Gerade, und nehmen auf derselben die 
Pole ter Ordnung zwischen ihren 2 Durchschnittspuncten mit jener Ober- 
fläche, in Bezug auf den festen Punct Q, so soll der geometrische Ort die- 
ser Pole die ante Polare der gegebenen Oberfläche in Bezug auf O heifsen. 
Wir sind demnach zu folgendem wichtigen Resultate gelangt: 

„Die mie Polare einer Oberfläche nter Ordnung, in Bezug auf einen 
Punct, ist identisch mit der (n—m)ten Centrale derselben Oberfläche in 
Bezug auf denselben Punct. 

Ist daher die Oberfläche von der Ordnung In, so ist ihre nte Po- 
lare mit ihrer nten Centrale, beide in Bezug auf denselben Punct ge- 
nommen, identisch; also ist für Oberflächen oder Curven zweiter Ordnnng 
die erste Polare mit der ersten Centrale, beide in Bezug auf deuselben 
Puncet genommen, oder schlechtweg die Polare mit der Gentrale, identisch, 
da es für solche Oberflächen oder Curven in Bezug auf einen Punct nur 
eine Centrale und Polare gieht **). Es stimmt also, was nach dem Prinecip 
der obigen Entwickelung Polare genannt wurde, in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt, mit dem üblichen Begriff der Polare überein. 

Für die erste Gentrale und die erste Polare lassen sich aus dem 
letzten Satze leicht folgende Beziehungen ableiten, wenn man sich für das 
Verständnifs derselben daran erinnert, dafs jeder Centrale ein Pol, in Bezug 





*) In dem mehrfach eitirten Memoire. 
=") Die Curven haben wir bei den vorhergehenden Sätzen weggelassen, da für 
sie stets dasselbe gilt, wie für die Oberflächen. 


36 * 
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auf welchen sie genommen ist, und in demselben Sinne jeder Polare eine 
harmonische Mitte zugeordnet ist. 

1. „Jede Ebene kann als erste Centrale einer gegebenen Oberfläche 
nter Ordnung angesehen werden und hat als solche (n—1)? ihr zugeord- 
nete Pole.” 

Denn nimmt man einen Punct Q in derselben an, so ist der Ort 
aller Pole, in Bezug auf welche jener Punct eine der Oberfläche angehö- 
rende harmonische Mitte erster Ordnung ist, die erste Polare der Oberfläche 
in Bezug auf 0. Nimmt man nun 3 solche Puncte in jener Ebene an, so 
erhält man auch in Bezug auf sie drei erste Polaren, welche sich, da jede 
derselben eine Oberfläche (na—1)ter Ordnung ist, in (na—1)’ Puneten 
schneiden. Diese Durchschnittspuncte sind also die einzigen, in Bezug auf 
welche die 3 Puncte zugleich harmonische Mitten erster Ordnung sind; und 
da zugleich der Ort dieser Mitten in Bezug auf jeden der genannten Durch- 
schnittspuncte eine Ebene, diese aber durch 3 Puncte bestimnt ist, so ist die 
gegebene Ebene erste Centrale der Oberfläche in Bezug auf jeden der erwähn- 
ten (na—1)’Durchschnittspuncte; aber auch in Bezug auf keinen anderen Punct. 

2. Eben so ergiebt sich Folgendes für ebene Curven: 

„Jede Gerade in der Ebene einer Curve nter Ordnung kann als 
erste Centrale derselben angesehen werden und hat als solche (n—1)? 
zugeordnete Pole.” 

3. Aus der ersten Beziehung (1.) folgt wieder unmittelbar: 

„Alle ersten Polaren einer Oberfläche ter Ordnung schneiden sich, 
wenn die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben 
Ebene liegen, in denselben (a—1)’ Puneten, welche die jener Ebene zu- 
geordneten Pole sind.” 

4. Und eben so folgt aus der zweiten Beziehung: 

„Alle ersten Polaren einer Curve nter Ordnung schneiden sich, 
wenn die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben 
Geraden liegen, in denselben (a—1)? Puncten, welche die jener Geraden 
zugeordneten Pole sind.” 

5. Aus jener ersten Beziehung läfst sich endlich noch Folgendes darthun: 

„Alle ersten Polaren einer Oberfläche niter Ordnung haben, wenn 
die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben Gera- 
den liegen, eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve, welche der Ort der 
Pole ist, die den durch jene Gerade gelegten Ebenen zugeordnet sind.” 
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Man nehme in der That zwei Puncte jener Geraden. Die Durch- 
schnittscurve, in welcher sich die jenen beiden Puncten zugeordneten ersten 
Polaren der gegebenen Oberfläche schneiden, wird der Ort sein für alle 
jenen Puncten in Bezug auf die gegebene Oberfläche zugeordneten Pole erster 
Ordnung, und wir haben also nur zu zeigen, dafs die einem solchen 
Punctenpaare auf diese Weise zugeordneten Pole mit den jedem andern 
Punctenpaare derselben Geraden auf gleiche Weise zugeordneten Polen 
identisch sind, d. h. dafs die ersteren Pole zugleich es sind in Bezug 
auf alle Puncte dieser Geraden. Betrachtet man nun in der That die 
sämmtlichen Pole erster Ordnung, welche zweien Puncten jener Geraden 
zugleich zugeordnet sind, so werden die ersten Centralen aller dieser Pole 
durch die beiden augenommenen Puncte gehen und werden also, da die ersten 
Ceutralen Ebenen sind, jene Gerade zur gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
linie haben; d. h. alle jene Pole werden, als Pole erster Orduung, allen 
Puncten dieser Geraden zugeordnet sein; was noch zu zeigen übrig blieb. 

Diesem Satze, welcher für Tangential-Ebenen einer Oberfläche, 
wie sich später zeigen wird, wichtig ist, entspricht kein Satz für ebene 
Uurven. — 

6. Dem ersten und zweiten Satze steht in Bezug auf die erste Po- 
lare parallel der Satz: 

„Jede, einer Oberfläche oder Curve nter Ordnung angehörige erste 
Polare hat nur eine ihr zugeordnete harmonische Mitte.” 

Denn betrachten wir z. B. auf dieser Polare, wenn sie eine Ober- 
fläche ist, 3 Puncte, so wird der Ort der harmonischen Mitten erster Ord- 
nung in Bezug auf jeden dieser Puncte eine Ebene sein. Der Durch- 
schnittspunct Q dieser drei Ebenen wird also der einzige Punct sein, wel- 
cher in Bezug auf jene 3 Puncte zugleich harmonische Mitte erster Ord- 
nung ist. Ist daher die Oberfläche, auf welcher jene 3 Puncte genommen 
sind, wirklich eine erste Polare der gegebenen Oberfläche, so mufs auch 
jener Punct Q, und zwar er allein, die dieser Polare zugeordnete harmo- 


nische Mitte sein. 
7. Hieraus folgt ferner, „dafs alle ersten Centralen einer Ober- 


fläche oder Curve, wenn die ihnen zugeordneten Pole in einer ersten Po- 
lare derselben Oberfläche oder Curve liegen, sich in einem Punct schneiden, 
welcher die jener Polare zugeordnete harmonische Mitte ist.” 

8. Auch geht daraus zugleich hervor, dafs auch die erste Polare, 








282 21. Grafsmann, Theorie der Centralen. 


wenn die Oberfläche gegeben ist, zu welcher sie gehört, durch 3 Punecte 
vollkommen bestimmt wird; wie solches für die erste Centrale, da diese 
eine Ebene ist, an sich klar ist. 

Statt diese Beziehungen auf die höheren Ordnungen der Gentralen 
und Polaren auszudehnen, wollen wir sie nur noch auf Curven und Ober- 
flächen zweiter Ordnung anwenden; wo sie das bekannte Gesetz der Reci- 
procität darstellen. Da bier nämlich die Ausdrücke Polare und Centrale, 
Pol und harmonische Mitte, vertauscht werden können, so verwandeln sich 
hier die oben dargestellten Beziehungen in folgende bekannte Sätze: 

„Alle Polaren eines Kegelschnittes, deren Pole in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einem und demselben Puncte, dem Pole dieser Ge- 
raden in Bezug auf den Kegelschnitt,” und 

„Alle Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Ebene liegen, schneiden sich in einem und demselben Puncte, dem 
Pole jener Ebene in Bezug auf die Oberfläche.” 

Und endlich: 

„Alle Polaren einer Öberlläche zweiter Orduung, deren Pole in einer 
Geraden liegen, schneiden sich in einer und derselben Geraden, welche 
wiederum zugleich der Ort der Pole für alle durch die erste gelegten 


Ebenen ist,” 


( Die Fortsetzung folgt.) 
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22. 


Aphorismen aus der Geometrie des Raumes.) 


(Vom Herrn Professor Plichker zu Bonn.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 7. im Isten Hefte dieses Bandes. ) 





Die Axen der Flächen zweiter Ordnung. 
S. 3. 


1. Nachdem wir im 1. Paragraphen die Richtung und Gröfse der 
Axen der durch die Gleichung: 

Ax+4Ay’+4'"+2Dyz +2B as +2B'csy=l 
dargestellten Fläche zweiter Ordnung bestimmt haben, ist es leicht, die 
Bedingungen aufzustellen, unter welchen diese Fläche eine Umdrehungs- 
fläche ist. Wir brauchen zu diesem Ende nur auszudrücken, dafs zwei 
der drei Axen einander gleich sind (ein Weg, den Herr Cauchy einschlägt), 
oder auch, wie wir verfahren wollen, dafs die Richtung zweier der drei 
Axen unbestimmt wird. 

2. Indem wir eine der drei Axen durch folgende Gleichungen 


darstellen: 
= = 085, ;: Yy m DR, 


ist ihre Richtung durch die folgenden beiden Gleichungen bestimmt: 
Ba+Db+A)a—(Aua+BI-+-D) = 0, 
. VBa+Bb+AN)a—(B’a+4b -B)— 0. 





*) Erst nachdem bereits die beiden ersten Paragraphen dieser Aphorismen unter 
der Presse waren, wurde Moth’s deutsche Bearbeitung von Öauchy's lithographirtem 
Memoire „Ueber die Theorie des Lichtes” versandt. Hier wird Abtheilung H. „Ueber 
Flächen der zweiten Ordnung” derselbe Gegenstand, aber, was zu erwarten stand, auf 
anderem Wege behandelt. Aus blofs persönlicher Veranlassung, die durch das Eı- 
scheinen der angeführten Schrift weggefallen ist, sind jene beiden Paragraphen für den 
Druck ausgewählt worden. 

Auf dem jetzigen Standpuncte der Wissenschaft ist insbesondere eine neue 
Behandlung der Flächen zweiter Ordnung zur Reife gediehen, und gleichzeitige Be- 
arbeiter müssen sich nothwendig in den Resultaten begegnen. Ich erlaube mir hier 
blofs zu erwähnen, dafs ich damit beschäftigt bin, eine systematische analytische Be- 
handlung der krummen Oberflächen für den Druck vorzubereiten. 

Mit den beiden ersten Paragraphen sind gleichzeitig zwei schöne Abhandlungen 
von Herm Dr. Hesse ın Königsberg erschienen (Bd. XXIV. Heft 1. Abth. 4. 5.). Was 
die erste dieser beiden Abhandlungen betrifft, so bemerke ich, dals ich in einem ältern 
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Das System dieser beiden Gleichungen giebt immer drei reelle Wurzelpaare 
(S$: 1... Wenn aber diese Gleichungen beide einen gemeinschaftlichen Fac- 
tor (a+gb-+h) haben, in welchem Falle sie die folgende Form mit vier 
unbestimmten Coefficienten g, A, m, n annehmen müssen: 
B'(a+gb+h)(a—m) = 0, 
B’(a+gb+A)(b—n) = 0, 
so ergiebt sich eine einzige bestimmte Axenrichtung (die Richtung der 
Rotations-Axe) durch die Gleichungen 
sm m, day, 
während die Richtung der beiden andern (auf einander senkrechten) Axen 
jede beliebige sein kann, vorausgesetzt nur, dafs die entsprechenden a und 
» die folgende Gleichung befriedigen: 
a+gb+h=0. 
Den obigen Formbestimmungen zufolge erhalten wir die nachstehende 

identische Gleichung: 

KB’a+ Bb+AN)a — (Aa+B"b+-BNY](b—n) = 

KB’a+Bb+AN)b— (B’a+45b +B)] (a—ım), 
oder, vereinfacht: 

(Ba+Bb-+4')an+ (Aa +B"b+-DN)db—n = 

(Ba+Bb-+4A')bm-+(B’a+ 4'b+B) (a—m); 
und diese identische Gleichung löset sich in die nachfolgenden sechs Glei- 
chungen auf: 


%. Bn=B', Bm=B5" Bin Bm, 


Run A = Bm+A4, 
3. (A'—Ann= B-—B'm, 
B'—B'n = (4'—A’)m. 





Memoire, welches damals, als die @ergonneschen Annales aufhörten, in den Händen ihres 
Herausgebers geblieben ist, unter Anderm die Aufgabe „eine Fläche zweiter Ordnung 
zu beschreiben, welche durch die reelle oder imaginäre Durchschnittscurve zweier 
gegebener Flächen (durch acht gegebene Punete) und überdies durch einen neuen 
gegebenen Punct geht oder eine gegebene Ebene berührt,” höchst einfach gelöset habe. 
Die Resultate der zweiten Abhandlung und viele andere wird man in einem von mir 
bereits redigirten Paragraphen meiner neuen Arbeit ohne analytische Rechnung ab- 
geleitet finden aus der Gleichung 


tu=vw, 
welche, wenn ?, «, ”, 1 lineare Functionen von X, y, 2 bedeuten, die allgemeine 
Gleichung der geradlinigen Flächen der zweiten Ordnung (des hyperbolischen 
Hyperboloids und des hyperbolischen Paraboloids) ist. Zugleich knüpft sich an die 
letzte Form, die, wenn wir von der dritten Coordinate z abstrahiren, einen Kegel- 
schnitt darstellt, ein Uebertragungsprincip. 
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Die drei Gleichungen (2.) geben übereinstimmend: 
m = a“ n = ee 
Bu.’ mM?’ 
und biernach ist, indem wir diese Werthe von »r und r für « und 5 sub- 
stituiren, die Rotations- Axe durch folgende Gleichungen gegeben: 
Bz = By DB" 
Die drei Gleichungen (3.) kann man auf nachstehende Weise 
schreiben: 
A— B’m 


A— BB". 


rn 


A ii it. 
m 


n l 


| 


A’—Bn, 
A'"—B.-, 


| 


t 


und dann, indem man für m und n ihre Werthe setzt, in folgendem Aus- 


drucke zusammenfassen: 


Bb" BB 
/ dd 3 


welcher somit die gesuchten beiden Bedingungen, unter welchen die ge- 
gebene Fläche eine Umdrehungsfläche ist, enthält. 


3. Nachdem die Gleichungen der Umdrehungs- Axe gefunden sind, 
erhalten wir für die Ebene der beiden anderen Axen (der Aequatorial- 
Ebene), weil diese Ebene auf jener Axe senkrecht steht, folgende Gleichung: 


x y z 
17 + INT + u 0. 
Dieselbe Gleichung erhält man auch dann, wenn man etwa die 
erste der Gleichungen (1.) durch «— m dividirt und dann für « und 5 


ihre Werthe — und * setzt. Zunächst ergiebt sich, als Quotient des 


— 


ersten Theils dieser Gleichung durch a—m: 
B’a+DBb, 
und als Rest: 
(A’—A+B’m)a+(Bm— B')b—B,', 


der sich auf 


B_y = a (a— m) 


B" 
reducirt. Der vollständige Quotient ist also: 


Ba+Bb+ 7 =B’(a+yb+h) 


und führt, gleich Null gesetzt, zu der vorstehenden Gleichung. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 37 








286 22, Plücker, Aphorismen aus der Geometrie des Raumes. 


4. Wenn wir in die Gleichungen (6.) und (7.) des ersten Para- 
graphen für a und 5 diejenigen Werthe setzen, welche sich auf die Rich- 
tung der Rotations- Axe beziehen, so erhalten wir folgende dreifache Be- 
stimmung von s, des reciproken Werthes dieser halben Axe: 


B'b’ Bb" A 
u 
B’b" Bb’ R 
. teten, 
Bb' BB’ a 


ae ee A=s. 
Addirt man, so kommt 
Bm . BD „Bi 
? ( BE tTgp rt 57) r4Ar4+4=38. 
Da ferner, indem wir den reciproken Werth einer der beiden andern unter 
einander gleichen Halb-Axen durch r bezeichnen, 
A+4+4' = +20 
ist, so findet sich, wenn wir abziehen und den gemeinschaftlichen Factor 2 
weglassen, 
b’b" bb’ DB 3 2 
ET ER U 
Eliminirt man endlich aus dieser Gleichung s® nach einander durch jede 
der drei Gleichungen (4.), so kommt 
B'B' 
B" De 
5. Die Bedingungsgleichungen, dafs die gegebene Fläche eine Um- 
ürehungsfläche sei, bleiben ganz dieselben, wenn man diese Fläche, statt 
durch die an die Spitze dieser Nummer gestellte Gleichung, durch die 
folgende zwischen Plancoordinaten ($. 2.): 


AP+AwW+4'"”" +2Buvo+2Bitv+2D'wu=1 


darstellt. Es bedarf dieses keiner weiteren Erörterung, weil dieselbe 
Gleichung (9.) einmal ($. 1.) die reciproken Werthe der halben Axen, das 
anderemal diese Werthe selbst zu Wurzeln hat. Man erhält die Be- 
stimmung der Länge der halben Rotations-Axe und der beiden halben 
gleichen Axen, wenn man in den vorstehenden Gleichungen (4.) und (5.) 
unter s und 7 diese Längen selbst, und nicht, wie oben, die reciproken 
Werthe derselben versteht. 
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II. Allgemeine Methode, eine homogene Function beliebig vieler 
Veränderlichen in eine andere zu verwandeln, welche mır die 
Quadrate der Veränderlichen enthält. 


8. 4. 

1. Die Haupt-Aufgabe bei der Discussion der allgemeinen Glei- 

chung vom zweiten Grade zwischen zwei und drei Veränderlichen besteht 

darin, aus dieser Gleichung diejenigen Glieder wegzuschaffen, welche die 

Producte dieser Veränderlichen enthalten. Wir wollen diese Aufgabe auf 

eine beliebige Anzahl von Veränderlichen ausdehnen, und können bei der 

Symmetrie der Eutwickelungen die Aufgabe als gelöset betrachten, nachdem 

wir den Fall der allgemeinen Gleichung zwischen vier, oder der allge- 

meinen homogenen Gleichung zwischen fünf Veränderlichen behandelt haben. 
Es sei demnach 


2 =0 
die gegebene Gleichung und 
2=APr+AyHAr+AS+ArU 
+2B,pg +2B.pr +? Bups +2Bupt+2Bogqgr +2 B,,gs 
+2B.gt+2Bars +2 Burt +2 B,st. 
Dann erhält man, wenn man durch die Gleichung: 


p=P—-ay-ıar— as —at, 
P statt p einführt, die vier Coäfficienten @,, @;, @,, a, durch die Gleichungen 
> 
da — Bi d» en B, 2 d — Bor d ——— Bo; 
1 vw. 2 R’ 3 A’ 4 A 


bestimmt und zugleich der Kürze wegen 
u -, ? —ı 4 | 2 —a 
AA — o1 =) AA,—-BD., =7,, AA,—-B =5,, AA, —B: . n 5 


AB .—B,, D. = Ca; AB ,—B,B,; = C;, AB.—B,B,. == Cs 
AB,„—B.; Bs = Cn, AB,„—B.: Bu =— O4; ABb,„—B,; B: = Cu 


setzt, folgende identische Gleichung: 
? 1 — 2 - 2 —— 2) Den 
D=4P+ | After ts +u0] 
+2C.49r +2C,95 +2C,gE + 2Cy,rs +20, rt + 20,$t. 


Indem wir weiter durch die folgende Gleichung: 
ı= 0 —b,r —b,s— bt, 
Q statt g einführen, die drei Coöfficienten d,, b,, d, durch die Gleichungen 
€ C 


b.. == =, a =, RE a, 


bestimmen und zugleich der Kürze wegen 
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=,5,-0, =40, 35,—- 0, =40, 28-0, =40,, 
03 — 0,05 = AD;;, 0, — CC —— PP. 7 / RR »— (CZ AD,., 
setzen, kommt: y 
2= APı+ I .0 + = [9,r+9,s®’+ ©,t] 
+2D,rs+2D,rt+2D,st. 
Indem wir ferner durch die folgende Gleichung: 
r—= R— cs — ct, 
R statt r einführen, die beiden Coefficienten ec, und e, durch die Gleichungen 
D,, D,, 
a 
bestimmen und zugleich, der Kürze wegen, 
9.0, = =,9,, A TÄTFEDr 
ae ee =4 E,;. 


— en 


6, = 


setzen, ergiebt sich: 
Q=AP+F.0O+2R +, [0,5401] + 2Eust. 


Indem wir endlich durch die folgenden Gleichungen: 
s—=Ss— dt, Ge RK, 
S statt s einführen und 7 mit £ vertauschen, den Coefficienten d, durch 
die Gleichung 
E,. 
d, nn 2, 
bestimmen und, der Kürze wegen, 
2 a 
0,09,—E;. uno; RE, 
setzen, gelangen wir zu der identischen Gleichung: 
ip 
3 2 =4 2, 
” i . S°+- p, . T’; 


L Q=4P4+a.0+.R+2 
& . 
und somit ist unsere Aufgabe vollständig gelöset. 


3. Wenn man die verschiedenen Verwandlungsformeln zusammen- 
stellt, so kommt: 


» 





em 
S—=s-Htdt, 
2. R=r+tcs+tet, 
0 = g+bhr+bs+bt, 


P=pr+tagtar+as+ at. 
Um, umgekehrt, die ursprünglichen Veränderlichen durch die neuen aus- 
zudrücken, erhalten wir Gleichungen von derselben Form, nemlich: 
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i=[T, 
s—=S+96T, 
3. na R+yS+yT, 
qg= 0 +: R+BS+RBT, 


p=P+u0+uR+0S-+uT. 
Die 10 Coefficienten in den Formeln (2.) und die 10 Coäfficienten in den 
Formeln (3.) bestimmen sich gegenseitig ganz auf dieselbe Weise. Wir 
finden (und können hierbei überall die sich entsprechenden Buchstaben des 
griechischen und lateinischen Alphabets gegenseitig vertauschen ) die fol- 


genden Gleichungen: 
0, 


| 


—G;, 
Y = 6; 
Yı = — (43— c,d,), 
RR = —b,, 
BR, = — (b,—b,c;), 
3, — — (d,— b,d,—b,c, + b,c,d,), 
u = A, 
. = — (m—ab,), 
= — (y—16— a,b, + a,b; C;), 
u = — (,—4d,— a0, —ab, + a,0d, + ab,d, + ab,c,— ab,c;d,). 


4. Die 10 Coöfficienten der Verwandlungsformeln (3.) lassen sich auch 
unmittelbar bestimmen. Der Coefficient d, oder (—d,) ist bereits in der 
2ten Nummer durch die Coeffieienten der ursprünglichen Kunction ausge- 
drückt worden. Ohne Schwierigkeit erkennen wir aber aus der Form der 
Verwandlungsformeln, dafs wir hiernach ,, ß,, @, sogleich erhalten, wenn 
wir in dem Ausdrucke für d,, einer Vertauschung von s mit r, q, p ent- 
sprechend, in den Marken der Co£fficienten der ursprünglichen Gleichung 
3 bezüglich mit 2, 1, O vertauschen. Eben so ergiebt sich durch Vertau- 
schung der Marke 2 mit 1 und O aus dem bekannten Werthe von ‘, oder 
(— e,) der Werth von y, und y,; ferner durch Vertauschung der Marken 1 
und O, aus dem bekannten Werthe von ß, oder (— b,) der Werth von «,; 
und endlich it = —.a.. 


5. Es giebt noch eine zweite Verwandlungsweise, die in ge- 
wissem Sinne als eine Verallgemeinerung desjenigen Verfahrens anzusehen 
ist, nach welchem bei der gewöhnlichen Discussion der Flächen und Linien 
zweiter Ordnung der Anfangspunct der Coordinaten in den Mittelpunet 

Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XXIV. Heft 3. 38 
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verlegt wird. Während die Verfahrungsweise der 2ten Nummer, die ihren 
Keim schon in meiner Discussion der Linien zweiter Classe (Eniwicklun- 
gen IH. Abschn. II. $. 1.) hat, zunächst die 10 Coefficienten der Formeln (2.) 
giebt, führt die zweite Verfahrungsweise, die ich an einem anderen Orte 
ausführlicher entwickeln werde, unmittelbar zur Bestimmung der 10 Coef- 
fieienten der Formeln (3.); und zwar folgendergestalt. 
Wenn man die Function 2, nachdem man in ihr 2=1 gesetzt hat, 
zur Unterscheidung $2, nennt, so ergeben die vier linearen Gleichungen 
ag, ar, a8, an, 
dp dq dr ds 
für die vier Veränderlichen 9, g, r, s im Allgemeinen vollkommen bestimmte 
Werthe. Diese Werthe sind bezüglich «,, R,, Y, &- 


== U, = ©, et 7, == 0 


Bezeichnen wir ferner die Function Q, nachdem wir in ihr Z= 0, 

s— 1 gesetzt haben, durch Q,, so sind die Werthe, welche die drei linearen 
Gleichungen 

dA, 

dp 


() 
ds2, 


ed q 


dS, 
dr 
für die drei Veränderlichen p, 9, r geben, zugleich die Werthe von a,, ß; '%- 


=—=0, == W 


=U, 


Setzen wir 2=0,s=0, r=1 und bezeichnen, was alsdann aus 

N wird, durch Q,, so geben die beiden linearen Gleichungen 
a2, ds, 
dp dy 
für p und y zwei solche Werthe, welche zugleich die Werthe von «, und ß, sind. 
Nennen wir endlich das, was aus der ursprünglichen Function wird, 
wenn wir 2 =0,s=_0, r=0, g=1 seizen, Q),, so giebt die Gleichung 


d2, aus 


== 0, == U 


dp 
für » den Werth der letzten Constante «,. 

Die Resultate dieser Nummer bestätigen die Behauptuugen der vori- 
gen. Umgekehrt sind wir in Folge von diesen der weitläufigen Elimina- 
tionen, welche namentlich die directe Bestimmung der vier Constanten «,, 
ß,, Yı, 0, erfordert, überhoben. 

Die vorstehenden analytischen Entwicklungen eines in verschiedener 
Absicht vielfach behandelten Gegenstandes scheinen hiernach, was Sym- 
metrie und Einfachheit betrifft, nichts mehr zu wünschen übrig zu lassen. 

Bonn am 30ten September 1842. 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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23. 


Recherches sur les formes quadratiques a co@ffieients 
et a indetermindes complexes. 
(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet a Berlin. ) 





Premiere partie. 


Connie les recherches que nous aurons a exposer dans ce M&moire, 
presentent par leur objet et par les r@sultats auxquels elles conduisent, 
beaucoup d’analogie avec d’autres recherches deja publiees *), il convient, 
avant d’en donner un idee generale, de rappeler en peu de mots la 
question qui a ete traitee dans le Memoire que nous venons de citer. Le 
Memoire dont il s’agit, se rapporte a la theorie des formes quadratiques, 
theorie qui, pr&eparee par quelques Enonces de Fermat et par les ingenieuses 
recherches d’Euler et definitivement fondee par Lagrange, a recu plus 
tard de notables accroissements par les travaux de Legendre et surtout 
par ceux de Mr. Gaufs, qui y a consacre la plus grande partie de ses 
„Disquisitiones arithmeticae,” en sorte qu’elle constitue aujourd’hui une des 
branches principales de la science des nombres. On sait que les proprietes 
d’une telle expression dependent surtout d’un entier qui est une fonction 
tres-simple de ses co@fficients ei que par cette raison on nomme le de- 
terminant de la forme quadratique. Quoique le nombre des formes qui 
ont un m&@me determinant donne quelconque, positif ou negatif, soit in- 
fini, ces formes se reduisent toujours a un nombre limite d’expressions 
distinetes, c’est-a-dire, non-transformables les unes dans les autres. Cette 
propriete, capitale dans la matiere, a et& eiablie par Lagrange qui a aussi 
fait connaitre les operations arithmetiques, au moyen desquelles ces formes 
non-equivalentes peuvent €ire assignees, lorsque le determinant est nume- 
riquement donne. Mais si ce procede suffisait pour Tobjet auquel son illustre 
auteur lavait destine, il ne donnait aucune lumiere sur la liaison generale 
qui doit exister entre le determinant et le nombre des formes distinetes qui 





#) Recherches sur diverses applications de l’Analyse infinitesimale a la Theorie 
des Nombres. Tome XIX et XXI de ce Journal. 
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y repondent, et la loi qui exprime cette dependance et dont la connaissance, 
outre quelle devait presenter beaucoup d’interet par elle-m&me, etait in- 
dispensable pour d’autres recherches, restait entierement ineonnue. Or tel 
est precisement l'objet de la question qu’on sest proposee dans le Memoire 
cite et qu’on y a resolue au moyen d’une analyse dont le principe fonda- 
mental consiste a exprimer les proprietes caracteristique du systeme des 
formes non-equivalentes repondant a un determinant quelconque, a l’aide 
d’une Equation dont un des membres ne contient rien qui soit relatif a ces 
formes, tandis que lautre se compose de suites infinies doubles dont le 
nombre est egal a celui des formes et dont chacune presente dans son terme 
general lune des expressions quadratiques dont il sagit. L’equation ainsi 
formee renfermant une variable assujettie a la seule condition de rester su- 
perieure a lunite, si lon passe au cas-limite, ou cette variable approche 
indefiniment de lYunite, les series doubles tendent toutes vers une limite 
commune facile a assigner, et legalite se transforme de maniere a exprimer 
le nombre des formes par une suite infinie d’une loi tres-simple et dont la 
somme s’obtient aisement avec le secours des formules connues. En eflec- 
tuant cette derniere operation, on recomnait que lexpression du nombre 
des formes qui repondent a un determinant quelconque, presente deux cas 
tres-distinets suivant que ce determinant est un nombre negatif ou positif. 
Dans le premier de ces cas, l’expression de la loi dont il sagit a un ca- 
ractere purement arithmetique, tandis que pour un determinant positif elle 
est d'une nature plus composee et en quelque sorte mixte, puisque, outre 
les elements arithmetiques dont elle depend, elle en renferme d’aufres qui 
ont leur origine dans certaines @quations auxiliaires qui se presentent dans 
la theorie des equations binomes, et appartiennent par consequent a l’Algebre. 
Ce dernier resultat est surtout remarquable et offre un nouvel exemple de 
ces rapports caches que l’etude approfondie de l’Analyse mathematique nous 
fait decouvrir entre les questions en apparence les plus disparates. 

La solution dont nous venons de rappeler lidee fondamentale. n’em- 
pruntant de la theorie des formes quadratiques que leurs proprietes les plus 
elömentaires et s’achevant sans difficult@ lorsque ces proprietes ont ete une 
fois reconnues et mises en &quation, il etait naturel de chercher a elendre 
les applications de ce genre d’analyse et a resoudre par son moyen d’autres 
questions analogues mais d’un ordre plus £leve. Les questions que l'on doit 
considerer comme telles, sont assez nombreuses; on peut dans les recherches 
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de cette nature, remplacer les formes quadraliques par des fonctions homo- 
genes dun degre plus eleve, on peut aussi, sans sorlir du second degre, 
et cest la le cas dont nous nous sommes occupe d’abord et que nous trai- 
terons exclusivement dans ce Memoire, modifier la nature des forınes qua- 
dratiques et supposer par exemple que leurs co6flicients sont des entiers 
complexes. On doit a Mr. Gaufs lidee de considerer de pareils entiers *), 
et Von sait quil y a ete conduit par ses recherches sur les residus biqua- 
dratiques, qui lui ont fait reconnaitre que la (theorie de ces residus qui 
parait tres-compliqu&e tant quion la rapporte aux entiers reels, se pre- 
sente sous une face bien differente, lorsqu'on lenvisage sous ce nouveau 
point de vue, et se resume alors daus une loi de reciprocit@ d’une sim- 
plicite et d’une Elegance extr&mes et dailleurs parfaitement analogue ä 
celle que Yon connaissait depuis longtemps pour les residus quadratiques. 
L’importance de lidee si profonde que nous venons de rappeler ne con- 
siste pas seulement a amener de pareilles simplifications; elle est d’un 
usage beaucoup plus etendu et Yon doit la considerer comme ouvrant un 
nouveau champ aux speculations arithmetiques. 

Avant de transporter dans la theorie des nombres ainsi generalisee 
la question qui avait eie traitee precedemment, il fallait se livrer a un 
travail preliminaire indispensable et ayant pour objet de se rendre compte 
des modifications que les propositions fondamentales de la theorie des for- 
mes quadratiques doivent subir pour Eire applicables aux entiers complexes. 
Ce travail acheve, on a pu reconnaitre que les principes dont on avait 
fait usage dans le Memoire cite, s’appliquent avec le meme sucees & la 
nouvelle question. Seulement, comme cette derniere est d’une nature plus 
compliquee, les discussions que la solution exige, prennent plus d’etendue 
et l’on trouve par exemple que pour passer a ce que nous avons nomme 
plus haut le cas-limite, il faut ici evaluer une integrale definie quadruple, 
tandis que precedemment on n’avait eu A considerer que des integrales 
doubles, se r&duisant dailleurs sur le champ a la quadrature de lellipse 
ou de I’'hyperbole. 

Mais sans entrer ici dans d’autres details sur la marche de la so- 
lution, nous nous bornerons a dire que le resultat definitif est entierement 
semblable a celui qui repond au second des deux cas que nous avons 





»=) 'ITheoria residuorum biquadraticorum. Comment. secunda. 
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distingues plus haut. On reconnait en eflet que pour un determinant con- 
plexe, le nombre des formes se rattache generalement & la division de la 
fonction elliptique complete de premiere espece dont le module est Y+, 
ou ce qui revient au m&me, a la division de la lemniscate en parties egales, 
le diviseur ou le nombre de ces parties etant un entier complexe. 

Öutre le resultat dont nous venons d’indiquer la nature, la question 
presente deux resultats particuliers tr&s-singuliers et tout-&-fait inattendus. 
Ces resultats sont relatifs aux cas ou le determinant est un entier r&el ou 
le produit d’un tel entier par Y—1, le nombre des formes pouvant alors 
eire assigne sans le secours des @quations qui se rapportent a la division 
des fonctions elliptiques. Pour ne parler ici que du premier de ces deux 
cas, dont le second ne differe pas au fond, le resultat consiste en ce que 
relativement a un entier reel I, considere comme le determinant de formes 
quadratiques a co@fficients complexes, le nombre des formes distinctes est 
egal au produit ou au double produit des deux nombres qui expriment 
combien il existe de formes pour les deux determinauts opposes D et —D, 
consideres sous le point de vue ordinaire, ces deux cas etant d’ailleurs 
distingues par un eriterium tres-simple. 

Comme les recherches dont nous venons de presenter lanalyse, 
exigent des developpemenis assez etendues, nous avons dü diviser notre 
travail en deux parties, dont la premiere que nous publions aujourd’hui, 
contient outre les discussions preliminaires, la solution de la question prin- 
cipale conduite jusqu’au point ou elle se trouve dependre de la sommation 
d'une serie double. Nous terminons cette premiere partie par l’examen 
des deux cas particuliers mentionnes plus haut, et qui peuvent €tre traites 
completement, sans quil soit necessaire d’effectuer la double sommation. 
Dans la seconde partie nous acheverons la solution generale et nous discu- 
terons en outre quelques questions accessoires telles que celles qui con- 
cernent la distribution des formes quadratiques en genres, et que nous avons 
dü laisser de cöte dans ceite premiere partie, pour ne pas interrompre la 
marche des considerations qui se rapportent a la question principale. 

Quoique les propositions elementaires de la theorie des entiers com- 
plexes aient deja ete exposees par lillustre geometre que nous avons cite 
plus haut, nous avons pense quil pourrait &tre commode pour le lecteur 
de trouver dans une courte introduction celles de ces propositions dont nous 


aurons & faire usage plus tard. 
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Definitions et theor&mes preliminaires. 


$. 1. 

On appelle nombre complexe toute expression de la forme a-+bi, 
? designant la quantite imaginaire Y—1, et a et 5 ayant des valeurs reelles 
quelconques. Comme il est souvent necessaire de distinguer le cas ou lune 
des valeurs reelles a et 5 s’evanouit de celui ou ces valeurs sont l’une et 
l’autre diflerentes de zero, nous nommerons l’expression precedente monome 
ou binome suivant ces deux cas. Le nombre reel et toujours positif, a’ + b°, 
le seul cas excepte ou lon a a la foüs = 0, 5b=0, sera dit la norme 
du nombre complexe «-+bz. Cette norme n’est done autre chose que ce 
que Ton appelle communement le quarre du module de l’expression imagi- 
naire a+ bi. Mais comme ce quarr& se presentera beaucoup plus souvent 
dans nos recherches que le module lui-me&me, il convient de lui consacrer 
une denomination speciale telle que la precedente deja proposce par Mr. 
Gaufs, d’autant plus que l’emploi du mot module pourrait denner lieu a des 
equivoques. Nous conviendrons de designer la norme en placant la carac- 
teristique N devant le nombre complexe dont il s’agit et d’ecrire N(a+ bi). 
Au moyen de ce signe on aura ces Equations Evidentes et qu’on a souvent 


occasion d’employer 
7 ad EN kn N (k) 
\ - — Fern 


Dans la theorie des nombres complexes on a a considerer ces quatre 
unites 1, 2, —1, —2, dont lune quelconque peut etre designee par *, en 
supposant eo = 0, 1, 2, 3. 

On appelle nombres complexes associes quatre nombres tels que 


ceux-ei 
a+bi, —b+ai —a—li, b—ai, 
et dont chacun produit les trois aufres, lorsqu’on le multiplie par ©, —1 
et —2. es quatre nombres sont toujours inegaux & moins qu’on nait 
simultanemeut «= 0, db =0. 
Deux nombres complexes tels que 
a+bi, a—bi 

sont dits conjugues, lorsque l’un se change daus l’autre, en remplacant © par 
—;. De pareils nombres sont pareillement inegaux excepte lorsque 5 = 0. 
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Des nombres associes ont toujours une norme commune et la meme 
chose a lieu pour deux nombres conjugues. 

Ce qui precede s’applique a des nombres complexes quelconques. 

Les nombres complexes «+52 portent differents noms, suivant la 
nature des nombres reels a et 5, qu’on en doit considerer comme les ele- 
ments. Un nombre complexe a+b5: s’appelle entier, lorsque a et 5 sont 
lun et lautre des entiers, rationnel, lorsque « et 5 sont l’un et l’autre 
rationnels, et irrationnel dans tout autre cas. Comme les nombres que 
nous aurons a considerer, seront presque toujours des nombres complexes 
entiers, nous supprimerons generalement les adjectifs a moins que cette 
suppression ne puisse donner lieu a des @quivoques. 

Lorsque relativement a un eutier complexe k, on aN(k)=1, on 
peut en conclure que % est de la forme #. On voit encore par l’equation 
N(kD) = N(k)N(D, que la norme d’un entier k/, multiple d’un autre Z, 
est elle-meme un multiple de celle de ce dernier. Il resulte de la que les 
diviseurs dun entier quelconque m out toujours des normes inferieures ou 
tout au plus egales a celle de m, et que ce dernier cas ne peut avoir lieu 
que lorsque le diviseur coincide avec le nombre dout il s’agit ou avec Fun 
de ses {rois associes. 

Si done pour abreger on nomme plus grand qu’un autre, un nombre 
complexe done la norme surpasse celle de ce dernier, on peut dire que les 
plus grands diviseurs d’un entier complexe sont cet entier lui-meme et 
ses associes. 

Un entier complexe «+52 autre que #, est dit compose, lorsqu'il 
peut se decomposer en deux facteurs qui ne sont ni Jun ni lautre de la 
forme ®. Dans le cas contraire il s’appelle premier. 

Il est facile de voir que des nombres associes sont (oujours simul- 
tanement des nombres premiers ou simultanement des uombres composes, et 
qu'il en est de m&me pour deux nombres conjugues. 


$. 2. 
Si m et m, designent deux entiers complexes quelconques, on pourra 
toujours trouver un entier complexe g tel que l’on ait Nm—m,g) Z4N (m,). 
Il suffit pour s’en assurer, de remarquer qu'on a 


N(m—m,gq) = N(m,) N ( —4); 


m; 
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u 


et que les deux entiers reels qui entrent dans g, peuvent toujours eire 
[3 . .x“. v [ [4 = . M .. . 
choisis de manicre ä differer de la partie reelle de —- et du coöfficient de 


ı 
? dans cette m&me expression, de quantites reelles dont les valeurs nume- 
riques ne surpassent pas le nombre 4. Il est facile de fonder la-dessus 
un procede propre & faire decouvrir le plus grand diviseur commun de 


deux entiers complexes m et m, quelconques. On formera les &quations 

m= my tm, m=mı tm, .... m. = m; 

ou les entiers 9, 9, »... sont choisis de maniere a ce qu’on ait 

N (m,) < 3N (m), N (m;) < 4N (m), ...., 
ce qui aura necessairement pour effet de conduire a une derniere equatıon 
oU MO. Uela fait, il suffit de parcourir les equations pr&eeedentes, pour 
voir que tout diviseur commun de m et m, divise aussi les termes suivants 
My, .... Jusqu’a m;;, inclusivement. Si Yon considere ensuite les m&mes 
equations en sens inverse, on voit sur le champ que reciproquement tout 
diviseur de »n,;,, est aussi diviseur commun de m et m,, d’ou l’on conclut 
que le plus grand diviseur commun cherche est l’entier m,;., ou Yun de ses 
associes, et que dans le cas particulier ou m et m, sont premiers entre eux, 
mM;4, sera toujours de la forme #. Le procede precedent conduit faciie- 
ment a la demonstration du theoreme suivant. 

„Si, m et m, etant premiers entre eux, le produit mn est divisible 
„par m,, n sera necessairement un multiple de »n,.” 

En vertu de ce qui pr&ecede, on aura necessairement m;,, —%. D’un 
autre cöte, comme mn est suppose divisible par m,, on conclut des equations 
precedentes multipliees par n, que les produits m,n, m;n, ...., M;4,n sont 
egalement des multiples de n,, conclusions dont la derniere coincide avec 
le resultat qu'il s’agit d’etablir. 

Le theor&me .que nous venons de demontrer, etant entierement sem- 
blable a celui qui dans la theorie ordinaire sert de base & toutes les re- 
cherches sur les nombres en tant qu'ils sont divisibles les uns par les autres, 
decomposables en facteurs simples etc., on en tirera les m@mes consequences 
pour la theorie des nombres complexes. 

En considerant en particulier m, comme un nombre premier absolu, 
on en conclut qu'un pareil nombre, pour diviser le produit de deux ou d’un 
plus grand nombre de facteurs, doit diviser au moins lun de ces facteurs 
De la il suit encore qu’un entier premier & plusieurs autres lest aussi ä 
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leur produit, qu’iun entier divisible par plusieurs autres qui n’ont pas de 
diviseur commun, pris deux a deux, l’est aussi par le produit de ces der- 
niers, et ainsi de. suite. 

Le theoreme connu d’apres lequel un nombre reel ne peut se de- 
composer que d’une seule mauiere en facteurs simples reels, a aussi son 
analogue dans la theorie des nombres complexes. Il faut seulement, de 
me&me que dans le theoreme Eenonce on considere tacitement les facteurs 
simples comme positifs ou du moins pris chacun avec un signe determine, 
en agir ici d'une maniere analogue. Supposons pour cela que dans chaque 
groupe de nombres associes, on distingue lun d’entre eux, d’ailleurs arbi- 
trairement choisi, en Yappelant nombre primaire. Dans cette hypothese, un 
entier quelconque »n pourra toujours se mettre sous la forme 

m == #abe.ni..i, 
a, b, c etant des nomhres premiers primaires, egaux ou inegaux, et il est 
facile de s’assurer que la decomposition precedente est toujours unique. 
En effet si on suppose encore 

m m abc... 
a', b', c’ etant pareillement des nombres premiers primaires, il faudra ne- 
cessairement pour que ces deux €quations s’accordent, que # divise l’un de 
nombres «', b’, c, .... Or ces derniers etant premiers et primaires, @ devra 
coineider avec Tun d’entre eux, avec a‘ par exemple. Divisant les deux 
equalions par a et continuant de proceder toujours de la möme maniere, 
lidentite des deux decompositions se trouvera £tablie. Si, comme on le 
fait dans la theorie ordinaire, on reunit les facteurs simples egaux sous 
forme de puissances, on aura douc d’une maniere unique 

a... 

a, b, €, .... designant des nombres premiers primaires inegaux et les ex- 
posants ad, ß, »... etant tous au moins egaux a lunite, ‚C’est-a-dire que les 
bases ei leurs exposants, de m&me que le facteur 2? seront completement 
determines des que le nombre »n sera donne. 


$. 3. 


Avant d’aller plus loin, il convient de rechercher les conditions 
propres a faire reconnaitre si un entier complexe est premier ou Compose. 
I. Considerons d’abord un nombre binome «a +bi, et soit N(«+ bi) 
= p. Uela pose, il est facile de prouver que «+5i est un nombre pre- 
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mier ou non suivant que sa norme, consideree sous le point de vue ordi- 
naire, est elle-m&ıne un nombre premier ou compose. Observons d’abord que, 
si «+ bi est Compose, en sorte qu’on peut supposer e +Hbi = (c+di)\(f-+9?), 
N(ce+di)>1, N(f+gÜ)>1, onaura Na+b)=N(c+di)N(f-+gi), 
c’est-a-dire egal a un nombre compose. Ce premier point etabli, il ne 
reste evidemment qu’a prouver que si Na+bi)=a’-+-b’, est un nombre 
compose, ab? sera aussi compose, pour que la proposition se {rouve 
demontree. Soit ®+b’ —= mn, m et n elant deux entiers reels l’un et 
l’autre differents de Vunite. Si maintenant @+ bi, et par suite aussi a—bi, 
etait suppose premier, l’equation precedente mise sous la forme (a +bi)(a—b:i) 
—= mn, exigerait d’apres le theoreme demontre a la fin du $. precedent, 
que m et n fussent egalement des nombres premiers, sans quoi le second 
membre renfermerait plus de facteurs simples que le premier, et il faudrait 
de plus que m, abstraction faite d’un facteur de la forme »°, coincidät avec 
lun des nombres «+bi, a—bi, ce qui est impossible, ces derniers etant 
binomes, tandis que m est monome. 

ll. D’apres ce qu’on vient de prouver, on voit que pour assigner tous 
les nombres premiers binomes, tout revient a decouvrir quels sont parmi les 
nombres premiers reels et posilifs, ceux qui peuvent se decomposer en deux 
quarres. Pour ceux de la forme 4n-+3, une pareille decomposition est 
impossible, la somme de deux quarres etant {oujours de l’une des formes 4n, 
4n-+1, 2. Il ne reste donc que les nombres premiers 4r +1, et le 
nombre 2. Soit p un nombre premier 42 +1, il sera facile de prouver, quil 
existe toujours deux groupes de nombres premiers binomes associes ayant p 
pour norme commune. Cela resulte immediatement du th&oreme connu, d’apres 
lequel un nombre premier 4n +1 est toujours la somme de deux quarres, 
et ne lest que d'une seule maniere. Mais nous n’avons pas besoin de 
ce theoreme, qui peut Etre considere au contraire comme un corollaire de 
la theorie des nombres complexes. Nous supposerons seulement qu’on sache 
que lentier reel E peut toujours €tre choisi de maniere a rendre la for- 
mule ® +1 divisible par p, comme cela resulte entr'autres du theoreme de 
Wilson, en vertu duquel on peut poser & = 1.2....}(p—1). Le pro- 
duit (E-+2)(E—) etant ainsi divisible par le nombre p, qui ne divise evi- 
demment ni [un ni lautre de ces deux facteurs, on en conclut que p est 
un nombre compose. Soit en consequence p=(a-+bi)(c+ di), +b>1, 
ce +d?> 1, on aura aussi pP = (“+b’)(c + d’), dou lon conclut, le 
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nombre reel p° ne comportant que la seule decomposition p X p en deux 
facteurs positifs differents de Funite, p= a" +b’= (a-+bi)(a—bi), ou les 
deux facteurs evidemment binomes, a-+-bi, a—bi, dont la norme com- 
mune est un nombre premier reel, seront premiers. Bemarquons encore 
que les nombres premiers «+b: et a«—bi sont toujours distincts, Cest-a- 
dire quiils ne sont ni egaux ni associes. En eflet, comme a, b sont evi- 
demment lun pair, lautre impair, la supposition a&—bi=i*(a+ bi) exige- 
rait dabord = +1, et par suite [une de celles-ci a=0, 5b=0, dont 
lFimpossibilit& est manifeste. On voit done qu'il existe toujours deux groupes 
distinets de nombres premiers binomes ayant pour norme commune un nombre 
premier positif 4 +1 queleonque, et l’on peut ajouter quil n’en existe 
que deux, car il resulte du theoreme deja cite que, si lon suppose 
(a + bi) (a — bi) = (a+bi)(a—bi), chacun des facteurs du premier 
membre est necessairement egal ou associe & lun des facteurs du second. 

Le nombre 2 qui est egalement decomposable en deux quarres, ne 
donne lieu qu’a un seul groupe de nombres premiers binomes, les deux 
nombres conjugues 142, 1— appartenant pour ce cas au m&me groupe. 

Ill. Il ne reste qu’a examiner quels sont les nombres mionomes qui 
dans la theorie des entiers complexes jouent le röle de nombres premiers. 
Comme sous le rapport dont il s’agit, un nombre quelconque se trouve tou- 
jours dans la m&me calegorie que ses associes, nous n’aurons qua Consi- 
derer des nombres monomes positifs, et comme parmi ces derniers, ceux qui 
sont composes sous le point de vue ordinaire, le sont @galement dans la 
theorie des entiers complexes, il n’est plus question que des nombres pre- 
miers positiis. Or, les nombres premiers 4n—+1 et le nombre 2 ayant deja 
eie reconnus comme nombres composes, il ne reste en definitif qu’a con- 
siderer les nombres premiers 4n +3, par rapport auxquels il est facile de 
Sassurer quils sont ici des nombres premiers, comme ils le sont sous le 
point de vue ordinaire. En effet, si pour un nombre g de cette espece on 
avait y=(a+bi)(c+di), Na+bi)>1, N(c+di)>1, et par suite 
= (a +b’)(c+d’), il faudrait, g° n’etant susceptible que d’une seule 
decomposition en facteurs positifs differents de Tunite, qu’on et = a’ +b}, 
ce qui est impossible, comme nous lavons deja remarque. 


IV. Les nombres complexes consideres relativement au diviseur 
I-+2, et a sa seconde puissance (1+©)’=2i, forment trois classes, pour 
la designation desquelles il est utile d’introduire des denominations speciales. 
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Un nombre sera dit impair, lorsqu'il n’est pas divisible par 1-+:, semi- pair, 
lorsqu’il est divisible par 1 +, sans l’ötre par (1-+2)' ou ce qui revient 
au meme, par ?, et pair enfin, lorsqu'il peut &tre divise par ?. 1 est evident 
qu’un entier complexe «+5: presentera le premier cas, lorsque les deux 
entiers rcels « et d sont lun pair, Yautre impair, le second, lorsque ces 
deux entiers sont lun et lautre impairs, et enfin le troisieme, lorsque « 
et 5 sont tous deux pairs. 

V. Nous avons deja eu occasion de remarquer qu'il peut @tre utile 
de distinguer un des quatre nombres associes qui forment un m&me groupe, 
pour le considerer en quelque sorte comme le nombre primitif ou primaire de 
ce groupe, les trois autres etant censes derives de celui-la en multipliant 
par —I, +. Le besoin diun telle distinetion reglee sur un principe 
invariable, se fera surtout sentir en tant qu'il sagira de nombres impairs, 
et nous conviendrons done de considerer comme le nombre primaire dans 
un groupe d’entiers complexes impairs, celui Evidemment unique a+b;, 
pour lequel on a simultanement «= 1 (mod.4), et = 0 (mod. 2). Il est 
-facile de conclure de cette definition que le produit de deux et par suite 
d’un nombre quelconque d’entiers impairs primaires, est lui-meme un entier 
primaire. Cette convention embrasse deja tous les nombres premiers, & 
l’exception de ceux qui derivent du nombre 2, et qui sont 14+?, —1-+i, 
—1—i, 1—:. Quoique relativement a ces derniers, le choix d’un nombre 
primaire soit peu utile, nous conviendrons pour plus d’uniformite de re- 
garder comme tel le nombre 1-+:. 


$. 4 


Etaut donne un entier complexe quelconque m, on peut toujours 
concevoir la serie complete des entiers complexes, distribuce en series 
partielles, deux entiers etant ranges dans la m&me serie ou dans des series 
distinctes, suivant que leur difference est un multiple de »» ou non. Si en- 
suite on choisit dans chacune de ces series partielles Yun queleonque des 
termes qui la composent, on aura ce que nous appelerons un systeme de 
residus pour le module donne m. Un pareil systöme jouit done de la 
double propriete de contenir un terme et de n’en contenir quiun, qui soit 
congru a un entier quelconque suivant le module auquel il repond. Pour 


construire un systeme de residus, tout se reduit a decouvrir quelque con- 
dition qui soit satisfaite par Yun des termes de toule serie partielle et ne 
40 * 
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le soit que par ce seul terme, et a assigner ensuile tous les entiers distincts 
qui remplissent la condition dont il s’agit. On parviendra, par exemple, ä 
une condition de ce genre, si Ion cherche d’abord, 2+yi designant le 
terme general d’une serie partielle donnee, pour quels termes de cette 
derniere y a la plus petite valeur non-negative, et si l’on choisit en- 
suite parmi ces termes en nombre infini, celui necessairement unique ou 
7, suppose pareillement non-negatif, est a son tour un minimum. Pour 
decouvrir la nature d’un pareil terme, soit m = a+bi, et designons par 
©-+-ß:2 un entier complexe arbitrairement choisi. On aura alors pour le 
terme general de la serie partielle a laquelle cet entier appartient: 
zt+yi=(a+b)t +w)+a+Pßi, r=at—bu+o, y=bti-+au+ß, 
ou 2 et u designent tous les entiers reels depuis — © jusqu’a ©. On voit 
par la derniere de ces equalions, que les valeurs dont y est susceptible, 
sont toutes telles quion a y=Pß (mod. Ah), % designant le plus grand di- 
viseur commun (positif) de @ et db. Il resulte de la que y peut toujours 
eire egal a Tun des entiers O, 1, 2, ...., A—1, et ne peut l’etre qu’a Yun 
dentre eux. Soit done y, celui de ces entiers, qui satisfait a la congruence 
precedente. Pour que y obtienne ceite valeur particuliere, on aura & salis- 
faire a lequation 

bt rau=y—ß, 
toujours resoluble et dont la solution complete exprimee en fonction d’une 
solution particuliere 4, «,, est 

b 


[77 
t=4u+r7,2% u=mW— 2 


z designant un entier reel arbitraire. Au moyen de ces expressions, l’equa- 
tion en x deviendra 


u aw— bu +2, 


ou Von suppose a@ +b’=p. Comme il reste lindeterminee & dont nous 
pouvons disposer a volonte, on voit que la plus petite valeur dont = soit 


susceptible, est Tune de celles-ci: 0, 1,2, ...., 1; et il est egalement 


manifeste que parmi ces dernieres il n’en existe qu’une seule que © puisse 
comporter. Ayant ainsi reconnu que dans toute serie partielle il existe tou- 


jours un terme unique pour lequel x et y soient resp. compris dans les suites, 
) 


2 —= 0,1, ...., 2 —1; y=01,2..,h—1; 


on voit que pour obtenir un systeme de residus pour le module «+ bz, on 


‘ 
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n’a qu’a introduire dans l'expression c+Yy?, les valeurs precedentes, com- 
binees de toutes les manieres entre elles. 

Il y a un cas particulier qui merite une attention particuliere; c'est 
celui ou «@ et b sont premiers entre eux, le systeme & former se reduisant 
alors simplement a la suite 

ID Te SORTE RR | 
de sorte que pour un module »» de cette nature, on peut toujours satisfaire 
par un entier reel £, a la congruence 
E=%k (mod. m), 
ou % designe un enlier complexe quelconque. 


$. 5. 
Le resultat auquel nous venons de parvenir, donne lieu a plusieurs 
consequences importantes que nous allons rapidement indiquer. 
l. On voit d’abord que le systeme des residus, qui repond a un 
module quelconque m, contient toujours un nombre de termes, exprime par 


> 
N (m), car on a h=p= N (m). 
II. On peut encore assigner separement combien parmi ces termes 


il en existe de divisibles par un facteur % de m. Il est en eflet facile de 
voir que ces derniers, etant divises par k, constitueront un systeme de re&- 


. Mm y. ’ . ’ . 
sidus pour le module —-, en sorte que le nombre quil s’agit d’obtenir, 
v 


. r n m 

est exprime par N (7 
IH. Connaissant, par ce qui precede, le nombre des termes dont 
tout systeme de residus pour le module »» doit se composer, on peut en 
conclure que, si l!’on a N (m) entiers tels que la difference de deux quel- 
conques d’entre eux, ne soit pas un multiple de m, on est des lors assure 
que ces entiers forment un syst&me de residus relativement au module m. 
Pour faire une application de ce principe, soit % le terme general d’un 
systeme de residus pour le module »n, et designons par n et Z deux entiers 
determines dont le premier n’ait pas de diviseur commun avec m. Üela 
pose, je dis que lrexpression nu + 2 representera egalement un pareil 
systeme. En effet, les valeurs de cette expression etant en nombre con- 
venable, il ne reste plus qu’a s’assurer que deux quelconques d’enire elles 
ne sauraient presenter une difference multiple de m. Or cela est evident, 
puisque, u’ et u‘ designant deux des valeurs dont u est susceptible, la dif- 
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ference nu +1 — (nu HT) est egale au produit (uw — u”), dont le pre- 
mier facteur n’a pas de diviseur commun avec »n, et dont le second n'est 
pas un multiple de cet entier 

L’expression nu +! representant un systeme de residus, on voit que 
parmi les valeurs que x comporte, il y a toujours une valeur uuique telle 
que cette expression soit divisible par zn, ou en d’autres termes, que la 
congruence 

nz +! = 0 (mod. m), 
lorsque 2 n’a pas de diviseur commun avec m, est toujours possible, et que 
sa solution generale est de la forme 
x = x, (mod. m), 
x, designant une solution particuliere, de sorte que cette congruence a 
une racine unique, en considerant a lordinaire comme ne constituant qu’une 
seule racine, toutes les valeurs qui different les unes des autres de multiples 
du module. Ja congruence en question etant Equivalente a l’equation 
ne+tmy+i=0, 
on voit encore que la solution generale de celle-ci est donnee par les 
formules 
= x, +m2z, yz=yı—nz, 

7,, Y, designant une solution particuliere quelconque, et z etant un entier 
complexe arbitraire. Quant a la resolution eflective de cette equation ou 
de la congruence @quivalente, elle peut s’effectuer au moyen de lalgorithme 
employe plus haut pour decouvrir le plus grand diviseur commun de deux 
entiers complexes; mais comme nous n’aurons pas a en faire usage, nous 
ue nous arreterons pas sur cette resolution, d’ailleurs entieremeut semblable 
a celie qui concerne les entiers reels. 


IV. Soient maintenant a,b, c, .... des entiers complexes en nombre 
quelconque et premiers entre eux. Construisons des systemes de residus 
pour chacun de ces entiers ainsi que pour leur produit a =abe...., et 
designons par &, ß, % »+»+5 4, les termes generaux de ces systemes. Cela 
pose, si relativement a chacun des entiers 4, nous determinons les nombres 


or 2, %Y +... qui en different respectivement d’un multiple de a, b, c, ...., 


a tout entier « se trouvera correspondre une combinaison unique de la 
forme &, ß, % »+.. Prouvons reciproquement que toute combinaison de 
cette espece provient toujours de Tun des entiers u, et ne saurait provenir 
gue de lun d’entre eux. Üetie derniere asserlion est facile a justifier; en 

















925. Dirichlet, recherches sur les formes quadratiques. 305 


effet si la m&me combinaison repondait a deux entiers « distinets, leur dif- 
ference serait divisible par «, db, e, .... et par suite aussi par m, ce qui 
est contraire a la nature du systeme dont u designe le terme general. 
Ayant ainsi reconnu que les combinaisons qui proviennent des entiers 4, 
sont toutes differentes entre elles, il suffit de remarquer que le nombre 
de toutes les combinaisons possibles est evidemment N(a)N(b)N(e).... 
— N(m), c’est-a-dire egal a celui des entiers ., pour que la proposition 
enoncee se {rouve £lablie. 

V. Il est facile de voir que, si « est premier a mn, les entiers cor- 
respondants &, ß, 'y, - ... seront Zous respectivement premiers a a, b, 6, »...- 
et reciproquement. Si done relativement a un entier quelconque /, on 
designe par Y(!) le nombre de ceux des termes formant un systeme de 
residus pour le module /, qui n’ont pas de diviseur commun avec ce der- 
nier, on aura pour un module m, decompose en facteurs a, b, c, .... pre- 
miers entre eux, dm) = Yla)Y(b)W(e).... 

VI. Nous pouvons au moyen de la remarque qui vient d’etre faite, 
determiner la fonction Y(m) pour un module »n quelconque. Soit d’abord 
m = ua“, a designant un nombre premier et lexposant & &lant au moins 
egal a lunite. Pour ce cas on obtiendra evidemment le nombre de ceux 
des termes formant le systeme des residus pour le module »n, qui sont pre- 
miers a n, si du nombre total des termes du sysi&me, on retranche le 
nombre de ses termes divisibles par a. Ces nombres &Etant le premier 
egal a N (a‘), et le second egal a N (a’'), (voyez plus haut F. et Il.) 
on obtiendra pour la difference cherchee, N (a) — N (a) = (A— 1)4', 
en supposant A= N(a). 

Apres cela il est facile de voir que relativement a un nombre quel- 


conque 
nur... 


a, b, c etant des nombres premiers primaires inegaux, et les exposants «, 
B, Y +... elant tous differents de zero, on aura 
lm) = (4A— 1) 4!.(B— 1) BT. C—-1)C.... 
en posant pour abreger 
Nao=4, DB =, .-... 
et l’on doit ajouter que, lorsque »» est de la forme *, la fonction Y (m) se 
reduit & lunite positive. 
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Theorie des residus quadratiques. 


$. 6. 

Etant donnes deux entiers complexes quelconques k et m, le pre- 
mier est dit residu ou non-residu quadralique par rapport au second, 
suivant que la congruence 2’==% (mod. m), dont linconnue x est pareil- 
lement consideree comme complexe, est ou n’est pas possible. Pour pro- 
ceder, dans la recherche des conditions propres a distinguer Tun de l'autre 
ces deux cas, du simple ou compose, nous considerons en premier lieu m 
comme un nombre premier impair *) non-diviseur de %k qui reste quel- 
eonque. Noit 

(M) Pıy Pr» Hiy, +++. 
le systeme des residus relatif au module »n, a lexclusion de celui des ter- 
mes de ce systeme, qui est un multiple de m. Cela etaut, la congruence 
„x = k (mod. mn), ou « designe l’un quelconque des entiers du systeme (M), 
sera toujours satisfaite par une valeur unique © comprise dans la suite (M). 
Distinguons maintenant les deux cas differents que la relation de k a m 
peut presenter, et supposons d’abord que % soit non-residu quadratique re- 
lativement a u. Dans cette hypothese, x sera toujours different de u, d’ou 
il suit que les entiers (M), peuvent £tre distribues en groupes composes 
chacun de deux termes dont le produit soit =%k (mod. m). Or, le nombre 
de ces groupes etant Eyidemment 4(p—1), ou lon suppose p= N (m), 
on aura en multipliant 
Kılalı-... = APD (mod. m). 

Dans la seconde hypothese qui est celle de Ak residu quadratique par rap- 
port a u, la distribution en groupes peut encore s’eflectuer sur la suite (M), 
apres en avoir retranche les termes u tels qu’on a wW=%k (mod. m). Mais 
comme les termes qui satisfont a cette derniere condition, evidemment tou- 
jours au nombre de deux, et tels que lun est congru & l’autre pris avec 





le signe moins, donnent un produit =—k (mod. m), on voit qu’en multi- 











*) Le cas ou le module se reduit & la forme i®, ne donne lieu A aucune question, 
un entier quelconque £tant toujours residu quadratique d’un tel module. I est nean- 
moins bon d’observer que les formules qu’on va £tablir, lorsqu’on y suppose m de cette 
forme, ne donnent rien d’inexact, pour qu’on soit dispense dans les recherches gene- 
sales d’avoir egard a ce cas singulier. 























25. Dirichlet, recherches sur les formes quadratiques. 307 


pliant ce produit par tous les autres termes ranges en groupes, il viendra 
Wlalz +... = —hiPTV (mod. m). 
Comme le produit ff %3.... est independant de leentier k, nous pouvons 
le determiner en attribuant a k une valeur particuliere. Si l’on suppose ä 
cet eflet, k=1, ce qui se rapporte evidemment au second cas, on trouve 
ce resultat 
Kılallae»,. = —1 (mod. ın) 
qui est analogue au theoreme connu de Wilson et au moyen duquel les 
congruences precedentes, reunies en une seule, prennent cette forme plus 
simple: 
AP) —= +1 (mod. m), 

ou il faut prendre le signe superieur ou le signe inferieur, suivant que k 
est ou n’est pas residu quadratique relativement a »n. Nous conviendrons 


278 r k i 
de designer desormais par :] le nombre +1 qui entre dans la congruence 
precedente, de sorte qu’on aura 


ı bh 
Ja YP-V u 1; (mod. m). 


k r . i 
Le symbole :] est analogue & celui que Legendre a introduit, et dont 


lusage est aujourd'hui generalement adopte; mais il importe de ne pas con- 
fondre ces deux genres de notations dont la seconde, restreinte aux entiers 
reels, nexprime pas toujours Ja meme valeur que celle que nous venons 
de proposer, designe pour ce cas particulier. Üest ce qu'on voit par 
e . j 2 9 
exemple, en supposant A= 2, m = 3, puisqu'on a alors [3] —=1, (3 ) = —1. 
Cette circonstance n’a dailleurs rien qui puisse Eetonner, une congruence 
telle que &=2 (mod. 3), qui n’est pas possible tant que linconnue est 
supposee reelle, pouvant admettre des solutions, lorsque cette inconnue est 
consideree comme susceptible de valeurs imaginaires. 





Relativement a la notation que nous venons d’adopter, on a ces 
deux &quations Evidentes: 


:1=1;] 17] 1%] 1%] 2 RE oo: 
(@) mi Lm}’ ri, ET m 1 





ou lon suppose k=! (mod. m), et ou A, A‘, k“, .... sont des entiers quel- 
conques non-divisibles par m. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 4. 41 
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Nous allons maintenant faire voir que la question de savoir si Ä 
est ou n'est pas residu quadratique par rapport a a, peut toujours se ra- 
mener a une question analogue, mais qui ne porte que sur des entiers reels, 


ou en d’autres termes, nous demontrerons qu’une expression telle que |; 
est toujours reductible a une autre de la forme ( ). 

Avant de montrer comment cette reduction peut £ire effectuee, nous 
remarquerons que, lexpression 5] restant &videmment invariable lorsque 
le nombre m est remplace& par Tun de ses associes, il sera permis de sup- 
poser desormais m = a+bi, a et b etant respeclivement impair et pair. 
Cela pose, nous traiterons successivement le cas ou b=0, et celui oü db 
est different de zero. 

I. Dans le premier de ces deux cas, on a m=a, a designant, 


abstraction faite du signe, un nombre premier reel 4n +3. Posons de plus 
—=«a+2f:. Pour obtenir la valeur de Pen, fout se reduit a voir Si 
ia congruence 

(1) "= oa+Pe (mod.«a) 
est ou nest pas possible. Si lon y suppose 2=Dd-+Yi, cette con- 
gruence se decomposera en ces deux congruences simultances @quivalentes 
qui ne contiennent que des entiers rcels 

(2) D®—vV’=o, 29V =P (mod. a). 
Ces dernieres etant elevees au quarre et ajoutees donnent 
DU) = w"-+P” (mod.a), 


ou ce qui revient au meme, «+ n’etant pas divisible par a, 


(3) in —1, 


d 
de sorte que la possibilit& de la congruence (1) suppose la condition (3). 
Je dis reciproquement que, si cette derniere est satisfaite, la possibilite de 
la congruence (1), ou ce qui revient au meme, celle des deux congruen- 
ces simultances (2) siensuit. Considerons d’abord le cas ou = 0 (mod. «a) 
et dans lequel la condition (3) a Evidemment lieu. On voit quon satisfait 
alors a la premiere des congruences (2), en posant Y= +D, ce qui change 
la secongle en celle-ci 2D° = +ß (mod. a), evidemment possible si le signe 
est convenablement choisi. Reste a considerer le cas ou & n'est pas divisible 


par a. En vertu de la condition (3) supposee satisfaite, il existera un entier 
rcel s tel qu’on ait =’, et par suite (s+P) (s— B) = a’ (mod a). 














#% 
1 
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Or, & n’etant pas divisible par «, on conclut de cette derniere congruence, 


N) =) er 


et nous observerons quon peut toujours faire en sorte que le signe supe- 
rieur ait lieu. En effet la congruence en s, d’oü nous sommes parlis, ne 
contenant que le quarre s’, nous pouvons, lorsque le signe inferieur a lieu, 


s+ß s—B 
remplacer s par — s, ce qui changera les expressions ——) re- 
u Br a 


. — Ss . . 
speclivement en —( E "\,; —{ 2 On voit done que, si s est conve- 


Fear 


Cela suppose, on pourra trouver deux entiers reels f et w tels quion ail 
"= s+ß, wW"=s—P (mod. ua), 


nablement choisi, on a 


et par suite 
tu =s’—P = ar, tu= +u (mod.a), 

le signe ambigu dependant du choix de Z et vw. Ajoutons que, les entiers { 
et u pouvant eire pairs ou impairs a volonte, il sera toujours possible de les 
choisir de m&me espece, c’est-a-dire tous les deux pairs ou tous les deux 
impairs. Cela fait, il est facile de voir qu’on satisfera aux congruences (2) 
au moyen de ces expressions entieres 

ttru 1:80 zu 

DE 

ou nous supposous que les signes soient choisis conformement a celui qui 
a lieu dans la congruence fu = ra. Üest ce dont on s’assure sans dif- 
fieulte, en faisant Ja substituiion et en ayant Eegard aux conditions aux- 


quelles s, #, w sont supposcs salisfaire. 
ne nn &@ + fi ic 
Il resulte de ce qui precede, que, si l’on a | ir |= I, il sensuit 
a? + P? _. ‚ Ilias | N N 
(— _ ) —=1, et que la reciproque a @galement lieu. On conclut de la 
et de ce que chacune des expressions pr&cedentes est toujours de la forme 


+ 1, que, quel que soit l’entier & +? non-divisible par le nombre premier «, 
on a toujours 
at Pi a? + 5° 
o) [#7= (49. 
«a da 
R 


On peut remarquer que dans le cas particulier ou Jun des entiers a, ß 


« ter 


sevanouit, On a | 


== 1. 


4U5 
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I. Considerons maintenant le cas oü la partie imaginaire de 
m = a-+-bi n'est pas zero. Pour decider dans ce cas si la congruence 
x =a+f: (mod. m), est ou n'est pas possible, nous observerons que 
d’apres ce qui a Ele prouve plus haut sur les residus d’un module tel que 
a-+-bt, pour lequel « et 5 sont premiers entre euX, nous POuvons Consi- 
derer 2 comme reel. Cela etant, la congruence precedente est Equiva- 
lente a Fequation —a—Pi: = (D+Yi)(a+bi), ou & ces Equations 
simultandes qui ne contiennent que des entiers reels 
(4) #—u = uad—Iıy), —ßB = 0d-tal. 
Ein les ajoutant, apres les avoir multiplicees par a et b, on trouve 
(5) a®—aun—ıß =pd. 
Observons maintenant que au+bP ne saurait &@tre divisible par p. En 
eflet si cela etait, p diviserait aussi x, ce qui est impossible en vertu de 
la congruence 2° = «+Pß:? (mod.a+b:), dont le premier membre est 
comme le second, premier a a-+bz et par consequent aussi & pP, x etant 
reel. Cela etant, l’equation (5) donne 
o =) 
Je dis maintenant que, cette Equation qui est une Consequence tres -simple 
de la congruence 2° = a + 2? (mod. m), etant supposee satisfaite, la pos- 
sibilit@ de la congruence ou ce qui revient au me&me, celle des equations (4), 
sensuit. En eflet, la condition (6) entraine immediatement l’equation (5), 
qui, en y substituant pour p sa valeur a’ -+5°, se change en 
a —a— ad) = b(B+5P). 
Or, a et b mayant pas de diviseur commun, il faut qu’on at B+5d = 
— ay, y etant un entier, et par sute 2 —a—uaDd = — bi, equations qui 
coineident avec celles dont il s’agit de prouver la possibilite. 


L’equation (6) pouvant se mettre sous la forme (5) («+22 =|1, 





on voit que chacune des deux equations 

ea+Pi a\fa«+b£ 

TFA] oa, (LER) = ı, 

a+bi p p 
est toujours une Consequence necessaire de lautre. De la et de ce que 
les expressions qui forment leurs premiers membres, sont toujours de la 
forme +1, on conclut 





le A. 
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Cette derniere egalite peut prendre une forme plus simple, car on a tou- 
N | 5 - 2 TRER PT 
jours " ) = 1. En effet, l!’equation a +5°—= p, donne sur le champ (?) el, 


si lon fait usage du signe de Legendre, etendu, comme l’a propose Mr. 
Jacobi, aux nombres composes *), ei par suite, p €tant positif et de la forme 
a 


4n-1, (5) = 1. Nous avons donc, quel que soit l’entier «+: non- 


divisible par le nombre premier a+ bi, dans lequel 5 est pair mais different 
de zero: 





a+ Pi] __ faeH+bP 
(e) CHR: | p ( nn) 
Il importe de remarquer que l’equation (5) est tout-a-fait distinete de 


celle que nous venons d’etablir, et ne se deduit nullement de cette dernicre, 
en y faisant b= 


$. 7. 


Nous pouvons maintenant nous occuper de la question que l’on doit 
regarder comme la plus imporlante parmi celles que la theorie des residus 
quadratiques presente, ei qui a pour objet, etant donne un entier complexe 
quelconque A, d’assigner les caracteres propres a distinguer les nombres pre- 
miers impairs zn dont k est residu quadratique, de ceux auxquels cet entier 
a la relation opposee. Comme d’apres l’equation (a) demontree plus haut, 
la question proposee, lorsque k est un nombre compose, se reduit sur le 
champ & des questions analogues relatives aux facteurs de Ak, on voit que 
nous n’aurons a considerer que les quatre hypotheses, 

k=+l, i, 14, a+Pß:, 
«+: etant un nombre premier impair que nous pourrions considerer comme 
primaire, mais dans lequel nous supposerons simplement que ß, qui peut 
d’ailleurs s’evanouir, est pair. Le premier cas ne donne lieu a aucune 
question, +1 etant un quarre. Les trois autres sont resolus par les equa- 
tions qui suivent et dans lesquelles le nombre premier impair a-+bi est 
pareillement tel que 5 qui peut d’ailleurs se reduire & zero, soit pair, et oü 





*) Les theoremes qui constituent la theorie des r&sidus quadratiques, en tant 
qu’il s’agit de nombres reels, &tant generalement connus, nous nous dispenserons d’en 
rappeler les Enonces, lorsque nous aurons & faire usage de ces theoremes. Quant A 
lusage du signe de Legendre, etendu aux nombres composes, qui est moins connu, 
on peut sur ce point consulter le compte rendu de lV’Academie de Berlin, Oct. 1837, 


ou le $-2 du Memoire deja cite. R. s. d. a. etc. 
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lon a pos& pour abreger, p=a’+b’: 


(d) ll = (1)*, il =), ad En Bi 


a+bi a+bi a+ßi 
l,a premiere de ces @quations se deduit sans difliculte, soit de la formule 
p—! - 
> k e 4 ‚ . 
ke | = | (mod. >=) obtenue plus haut, soit des deux @quations (b) et (c), 


si, en suivant cette derniere voie, on suppose successivement 5 —= (0, et dif- 
ferent de zero. 

Pour demontrer la seconde des &quations (d), soit dabord =. 
On a alors au moyen de Tequation (5) et d’un theoreme connu, 


#]=- = 


dl 





ceonformement a lequation quil siagit d’etablır. Supposons en second lieu, 
b different de zero. L’equation (ec) denne alors 


l. ; 1 nr (+). 


Pour obtenir la valeur du second membre, nous aurons recours ä l’Equation 
identique ?2p = (a+b)—+ (a—b)’, de laquelle on conclut successivement 
au moyen de tleoremes connus, 





( p 2 Ai ) Pa ji p» ) er u er 

at b a+b/?’ p a+b . 

ce qui s’accorde egalement avec l'equalion que nous nous proposions de 
verilier. 

I,.a demonstration de la troisieme des equations (d), a laquelle nous 
arrivons maintenant et qui exprime une loi de reciprocite entre deux nom- 
bres premiers impairs differents, c’est-a-dire ni egaux ni Opposes, donne 
lieu a distinguer trois cas. Le premier de ces cas est celui ou d et ß 





sont tous les deux egaux a zero. Dans ce premier cas, la verite de 
equation- est evidente, puisque d’apres la formule (d) on a a la fois 
je pe : [*] — 1. Üonsiderons en second lieu, le cas ou l’un des en- 
tiers d et ß se reduit a zero, et soit ß cet entier Evanouissanf, ce que la 
(orme symelrique de notre equation permet evidemment de supposer. On a 


alors en vertu des @qualtions (ec) et (d) et d’apres une remarque dejä faite, 


Hi e 5 (>): 


= (2) 
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de sorte que la verification a eflvctuer resulte de l’equation connue 


(2) =) 
p & 

Passant enfin au troisieme cas ou b ei ß sont lun et lautre diffe- 
rents de zero, on appliquera la formule (ce) a chacun des deux membres 
de l’equation qu’il s’agit de prouver et qui deviendra ainsi 

(e=+38) _ («e+3#) 
p yo en) ’ 
en posant pour un instant, © +Pß’= ». Pour s’assurer de la verite de cette 
derniere, il suffit de recourir a l’equation identique (au +bPB”+(bu— aß)’ 
=po, dou il suit successivement, au +5ß etant impair, 


(u) u (22) = er?) ec. q- . p. 


Nous ne terminerons pas ce $. sans observer que les @quations (d) 
sont dues a Mr. Gaufs qui les a donnees sans demonstration, du moins la 
derniere, dans le Memoire cite plus haut. La demonstration que nous ve- 
nons de developper et qui avait deja ete indiquee dans un Note inseree 





dans ce Journal, est, comme on voit, une application tres-simple des theo- 
remes (db) et (c), qui independamment de lusage que nous en faisons ici, 
nous seront indispensables pour la solution de la question qui fait le prin- 
cipal sujet du present Memoire. 


Ss. 8. 
Le symbole [-]. tel que nous Favons employe jusqu’a present, 


suppose que »n est un nombre premier impair. Il arrive souvent qu’on a 
a considerer des produits de la forme 


HiIEZE 


ou m, an’, m’, .... sont des nombres premiers ae non-diviseurs de %, 


mais d’ailleurs Egaux ou inegaux. Soit M= mm‘ ın‘'.... et convenons de 
designer desormais le produit prec@dent simplement par 


[37] 


de sorte que la valeur de notre symbole ainsi generalise, toujours egale 
soit a +1 soit a —1, nindiquera plus suivant ces deux cas, si Ak est ou 
n’est pas residu quadratique par rapport & A, et fera seulement connaitre, 
si parmi les facteurs simples egaux ou inegaux de M, il y en a un nombre 
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pair ou impair, auxquels % presente la derniere de ces deux relations. 
L’extension que nous venons d’indiquer et qui est entierement semblable a 
celle que Mr. Jacobt a proposee relativement au signe de Legendre et 
dont nous avons deja fait un frequent usage dans ce qui pr&ecede, donne 
lieu a plusieurs theoremes analogues A ceux demontres dans le $. pr&cedent 
et faciles a deduire de ces derniers. On a d’abord evidemment 


Od ee ee ar 


equations qui supposent, la premiere, que A toujours sans diviseur commun 
avec Tentier impair M, est tel qu’on ait k=T! (mod. M), la seconde 
que Ak et k’ sont premiers a M, et enfin la troisieme que Ak est premier 
aux entiers impairs M et M'. 

Voici maintenant les €quations analogues aux &quations (d), ou 


pour mieux dire, FRR. Ka toute identique avec ces dernieres: 
(A+B)?— 


nee; ee, le 


Dans ces @quations A+ Bi et «+ Pi sont deux entiers complexes impairs 
quelconques premiers entre eux et pour lesquels les coöfficients B et ß, 
toujours consideres comme pairs, peuvent se reduire a zero. On a d’ailleurs 
P=4’+B'. 

La premiere de ces equations coincidant avec la premiere des 
equations (d) deja etablies, lorsque A+Br se reduit au nombre premier 





a--bi, on voit que pour s’assurer quelle a generalement lieu, tout se re- 
duit a faire voir que, si on la suppose exacte pour un nombre quelconque 
A+ Bi, elle ne cessera pas de subsister lorsque ce dernier vient a ätre 
remplac& par le produit (a+5b2)(A+Bi)= 4'+B':. Nous avons done 


a faire voir que la troisieme des equations 
p—1 . P—1 P—1 


p-ı rt 
= riubl, (8 4 zz = (—1)', 
ou lon suppose p= a’ +b’, P'= A"+B”, est une consequence des 
deux premieres. Il suffit evidemment pour cela, de prouver que les deux 
entiers reels 
un ie; 


6 u: 8, 


sont toujours de m&me espece, c’est-a-dire tous les deux pairs ou tous 
les deux impairs. C'est ce qui resulte sur le champ de l’equation identique 
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PppP—i1 pi P—-1 _ P-YVo—1l) 


es 4 TR 4 
dont le second membre est pair et m@me divisible par 4, P et p etant de 


la forme 4n-+1. 
Le meme moyen de demonstration peut s’appliquer a la seconde des 
€quations (f), ei Fon voit quil siagira ainsi de demontrer que les deux 





nombres 





, (+ — Mr (A BNY? 1 
sont toujours de meme espece. a pour cela qu’en vertu de l'equa- 
tion identique 

(rs)? —1 vr? —1 s®—1 _(r : — 1) (5? —1) 


B 8 it us 


dont le second membre est pair, si m et s sont des entiers impairs, le pre- 
mier des deux entiers que nous avons a considerer, est de m&eme espece 
((a+b) (A+ By))?—1 
e — 
> 
les racines different d’un multiple de S, difierent eux-memes d’un multiple 
de 16, ce dernier est a son tour de m&me espece que 


((a+b)(A+B—2BbP—1 _ (A+BY—1 


fe) 8 





. Mais, comme d’un autre cöte deux quarres dont 








et l’assertion avancee se trouve £tablie. 

La troisieme des @quations (f) est egalement ires-facile a etablir. Eu 
effet, d’apres I[hypothese faite sur les entiers A+Bi, «+Pi, ils peuvent 
se decomposer l'un et lautre en facteurs simples ayant leurs parties reelles 
impaires. Soit n lun des facteurs de A+Bi, et m lun de ceux de «+Bßt, 
on pourra par -.. . des deux dernieres des Equations (e), rem- 


lacer I ion [+4] duit d’ de la forme |”] 
£r { S — a 
placer l’expression |: AB; par un produit d’expressions de la forme | 
ou tout facteur »n doit etre combine avec tout facteur n. Or, si maintenant 
4 


m en 7 . . RR 
on remplace tout symbole [”] par celui -ci “| qui lui est equivalent 


en vertu de la troisieme des @quations (d), et que l’on eflectue la multi- 
plication au moyen des equations deja citees, le premier membre de l’equa- 
tion quil siagit de verifier, se trouvera identique au second. 
Il reste a operer d'une maniere generale la reduction qui pour le 
cas parliculier dun nombre premier «+ bi, peut s’obtenir au moyen des 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV. Heft 4. 42 
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equations (b) et (ce) du $. precedent. Soit A+Bi un entier impair quel- 
conque (DB etant pair et pouvant se reduire a zero) et «+ P: un second 
entier assujetti a la condition unique d’etre premier a A+ Bi; il sagira 
atß 

It Bi 


tewant que des entiers reels. Considerons d’abord le cas ou B s’evanouit, 


de remplacer l'expression ke | par des expressions analogues ne con- 


et celui ou A et B nmont pas de diviseur commun; nous verrons ensuite 
que le cas le plus general se reduit immediatement aA ceux-la. Relative- 
ment aux deux cas qui viennent d’etre indiques, on a respectivement 


(9) Pe Bann FR, 6235 Er (A, 


P designant pour abreger dans la seconde de ces equations, le binome 
2-+B°. Pour demontrer la premiere, observons qu’on peut y considerer 








A comme positif, les deux membres ne chaugeant pas lorsqu’on y remplace 
A par —A. Uela pose, soit 

Bm BE... X DE 55 
a, a, 2.0.5 95 P/5 »... designant des nombres premiers reels et positifs, les 
premiers de la forme 4n—+3, les seconds de la forme 4n +1. 


D’apres l'equation (5), chacun des premiers donne une &quation 
telle que 
Peer 
a = "Er; 


tandis que pour ehacun des derniers, p par exemple, qui peut se decom- 
poser en deux facteurs premiers binomes (@a+ bi) (a— bi), ou b est suppose 
pair, on a en vertu de l'equation (ec), 


15] = LE = ET =) 


et par suite, puisque — 5’ = a’ (mod. p), 


TE ETELRN 02 


Ues deux syst&mes d’equations Etant multiplies entre eux, donnent la for- 





mule quil s’agissait d’etablir. 


Passons a la verification de la seconde des @Equations precedentes. 


Nous supposerons d’abord B = 0, cas auquel celui ou B n’est pas zero, 
se ramene facilement. Comme par Ihypothese, A et B n’ont pas de diviseur 
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commun, On pourra poser 

A+Bi = (a+bi)(d +3) ...., 
ou les facteurs du second membre designent des nombres premiers binomes, 
dans lesquels b, b/, .... sont supposes pairs. L’equation (ce) donne relative- 
ment au facteur «+b;, 


==) 


en posant pour abreger @+5b"=p. En faisant le produit de cette equa- 
tion et des @quations analogues, il viendra 


re 7 El U u 9) 


Or, Tequation qu'il s’agit de prouver se reduisant par la supposition ß = 0, 


a celle-ci 
& 4 A 
in] = = 6) 


. u ‚ b) A . 
nous navons plus qua demontrer quon a p)>1. Mais, comme A et 
B sont premiers entre eux, il resulte de T’equation A+B’=P, que A 


r P 
et P sont pareillement sans diviseur commun, de sorte que ( z) —1, et par 


i A 
suite (5) = 1. 
Reste a considerer le cas ou ß a une valeur differente de zero. 
On cherchera alors un entier reel s tel qu'on ait 
s = a+Pß: (mod. A+Bi), 
dont lexistence suit de P’hypothese admise sur les nombres A et B. Uela 


fait, on aura ” 
are] = Grass] 


et par suite, en vertu du cas deja demontre, 


a 


D’un autre cöte, si l’on remplace la congruence precedente par deux equa- 
tions &quivalentes, on reconnait sur le champ que s satisfait a la condition 
As = Au+BPß (mod. P). 

Cela etant, cette derniere congruence donne l'equation 


(a) = een) 








dont la comparaison avec celle obtenue plus haut, donne un resultai qui 
42 * 
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saccorde avec la seconde des formules (9). Il nous reste enfin & sup- 
poser l’entier impair A+ Bi tout-ä-fait arbitraire, si ce n’est que nous con- 
siderons toujours DB comme pair, ce qui ne nuit en rien & la generalite. 
Soit Z le plus grand diviseur commun (reel) de Aet B, et posons A= 


AL, B=BL, 4”+B"”= P' WLexpression en) dans laquelle 


«+: west assujetti qua la seule condition d’etre premier a A+Bi, se 
decomposera alors dans les deux facteurs 


Fr 


respectivement de m&me forme que les premiers membres des @quations (9), et 
l’on aura en consequence: 


(7) nn) = FEN ei, 


$. 9. 

Nous terminerons ce que nous avons ä dire sur les residus quadra- 

tiques, en considerant la congruence 
(1) =#@=% (mod. m), 
ou k et m sont des entiers complexes quelconques premiers entre eux et 
le second de plus impair. Pour que cette congruence soit possible, il faut 
evidemment quelle puisse subsister par rapport a chacun des facteurs 
simples de m. Soient 
WER er 


les nombres premiers primaires inegaux qui divisent m et soit x leur nombre. 








Il faudra done qu'on ait 


(2) [7]= 1 l=1t z.]= 1 ee 


Je dis de plus que, ces conditions ayant lieu, la possibilite de la con- 
gruence seensuit et que le nombre de ses'racines sera 2“, en considerant 
a Vordinaire comme ne coustituant qu’une seule racine, les entiers en nombre 
infini qui different les uns des autres de multiples du module m. Con- 
siderons d’abord la congruence €? = k (mod. f”), l’exposant etant un 
nombre positif quelconque. $i lon y satisfait par la supposition 2 = o, 
et par suite par hypothese plus generale x = attf", if etant un en- 
tier arbitraire, il est facile den deduire une solution pour la congruence de 
möme forme, mais relative au module f”+' ou l’on suppose SA. En effet, 
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la substitution de l’expression de x donnaut 

x? —k a? —k N 

Er. — f : +? zul +E f; 
oü le premier terme du second membre est par hypothese un entier, on 
voit que pour satisfaire a la congruence &° = %k (mod. f'*'), il reste a 


faire en sorte qu’on ait 2at = — a: (mod. f'), ce qui est toujours pos- 


sible, « et par suite 2 etant evidemment premier au module. Comme on 
peut par ce procede, s’elever a des exposants de plus en plus grands, en 
partant de l’exposant A=1, on voit que la condition de possibilit@ de la 
congruence 


x’ = k (mod.f”), 


quel que soit A, est la m&me que celle qui se rapporte a A=1, et qui 
consiste en ce que l'on doit avoir [7] =1. Voyons maintenant quel est 


le nombre des racines de la congruence preeedente. En considerant tou- 
jours « comme une de ses racines, on pourra lui donner la forme 
2? — u = (+ u)2—o) = 0 (mod. f”). 

Or, 2-+u et 2—a ne pouvant Eire simultanement divisibles par f, on voit 
qu’on ne peut satisfaire a ceite dernicre qu’en supposant 

z=u m z=—a (mod.f”), 
ce qui ne donne que deux racines, qui seront toujours distinctes, leur dif- 
ference 2 n’etant pas divisible par f. 

Si maintenant l’on observe que, si l’on pose m = #f*f"“...., la 
congruence (1) est evidemment Equivalente A ces congruences simultanees 
z=k (md.f’),, z=k*k (mo.f”), .... 
dont chacune, en vertu de ce qui pr&ecede, admet deux racines distinctes de 
la forme +«, on conclura facilement d’apres la remarque faite plus haut 
$.5, IV, que la congruence (1) admet elle- m&me 2% racines distinctes, lorsque 
les conditions (2), necessaires pour sa possibilite, sont toutes er il 


est bon d’ajouter que daus le cas ou m est de la forme #*, et ot il ı 
aucune condition a remplir, le nombre des solutions de " congruence fi 
est toujours exprime par la formule 2%, car on a dans ce cas, =. 
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Theoremes fondamentaux sur les formes quadratiques. 


$. 10. 


Avant d’entrer dans le sujet indique par le titre, il convient de faire 
une remarque necessaire pour que l'exposition qu’on va lire, soit consideree 
sous son veritable point de vue. L’objet du present memoire etant pure- 
ment theorique, nous avons cherche a resoudre les questions que nous avions 
a traiter, par les considerations qui, tkeoriquement parlant, nous ont paru les 
plus simples, sans nous attacher a rendre les solutions qui en derivent, propres 
au caleul numerique. Pour satisfaire a cette derniere condition, il faudrait 
entrer dans des developpements assez etendus, qui ne presenteraient que 
tres-peu diinteret et ne seraient d’ailleurs d’aucune utilit@E pour l'objet que 
nous avons en vue et qui, comme nous l’avons deja dit, est de pure theorie. 
Limitös comme nous venons de lindiquer, les elements de la theorie des 
formes quadratiques a cocfficients et a indeterminees complexes, peuvent 
eire presentes dans un petit nombre de pages, si aux moyens deja employes 
par les illustres geometres qui ont fonde ou perfectionne la theorie analogue 
relative aux entiers reels, on ajoute quelques principes nouveaux, qui nous 
paraissent meriter lattention des geometres par leur extreme fecondite qui 
ne sera toutefois mise dans tout son jour que par des recherches ulterieures 
que nous avons entreprises sur les formes des degres sup£rieurs et que 
nous aurons a eXposer plus tard. 

Toute expression telle que 

(1) aXx+r2bay-+cy, 

ou a, b, c sont des entiers complexes determines, et x, y de pareils en- 
tiers indetermines, est ce que nous appellerons une forme quadratique binaire 
ou simplement une forme, cette abreviation ne pouvant donner lieu ici a 
aucune ambiguite. Il est essentiel de suivre un ordre fixe tant par rapport 
aux indeterminees X et y, qui seront respectivement nommees la premiere 
et Ja seconde, que par rapport aux co6flicients a, d, c, dont la designatiou 
indiquera toujours la place que ces co@fficients occupent dans lexpression 
yue nous venons decrire. 

Les proprietes de la forme (1), dependant principalement du nombre 
D, donne par V’equation D= b’—ac, ce nombre sera dit le delermenant 


de la forme en question. Dans le cas particulier ou D est un quarre, ce 
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qui comprend la supposition de D=0, la forme se decompose &videmment 
en deux facteurs lineaires a co@flieients rationnels, en sorte que ses pro- 
prietes se deduisent facilement de celles bien connues des expressions de 
ce genre. Ü’est pourquoi nous ferons toujours abstraction de ce cas par- 
ticulier. Sous cette restriction, les co@fficients extremes «a et c sont lun 
et l’autre differents de zero, d’ou il suit que Yun d’entre eux, c par exemple, 
peut se deduire sans indetermination de lautre a, du co@ffieient moyen b 
et du determinant D, supposes connus, au moyen de la formule ce = e ui 

Si dans la forme (1) on remplace les indetermines x et y, par de 

nouvelles indeterminees ©’ et y’, Jices aux premieres par les &quations 
(2) zmartpy, yayatby, 
ou 4, ß, Y, d sont des entiers donnes, elle se chaugera en cette autre 
(3) dat r2baiy' Hey”, 
ou lon a 
(4) "=au+rday+tey, b’=auß+blad+BßY) + ey, 
ce = aß’ +2bPI-+ ch", 
et Von dit alors que la nouvelle forme (3) ‚est contenue sous la forme pri- 
mitive (1). En substituaut les coefficients a’, b‘, c’ de la forme (3), dans 
expression de son determinant D‘, il viendra 
(5) D'’= (aö—Py)D. 

On voit ainsi qu’une forme contenue sous une autre, a toujours un 
determinant multiple de celui de cette derniere, et que le quotient de ces 
determinants est un quarre, d’ou il suit que, pour que deux formes puissent 
se contenir mutuellement, il faut necessairement que leurs determinants soient 
ou Eegaux ou opposes. Reeiproquement, si les determinants de deux formes 
telles que (1) et (3), sont egaux ou opposes, et quen outre la premiere 
contienne la seconde, je dis que celle-ei contiendra la premiere. Pour le 
prouver, remarquons que Vhypothese D’= +D, comparce a l'equation (5), 
donne celle-ci 

(6) hy, 
les determinants egaux a zero Etant toujours exelus. Si maintenant Von 
r6sout les equations (2) par rapport a ©’ et y‘, on obtiendra les expressions 





ö E 
Od far -Ey Y=—Ler4ty 


4? q? 


dont les quatre coe@fficients sont entiers, et qui, &tant introduites dans la 
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forme (3), la feront evidemment coincider avec la forme (1), ce qu'il s’agis- 
sait de prouver. 

Deux formes dont chacune contient Tautre, sont dites eyuivalentes. 
Quoique la relation mutuelle de deux formes, exprimee par cette designation, 
puisse subsister aussi bien entre deux formes a determinants opposes qu’entre 
deux formes dont les determinants sont egaux, nous nous bornerons & 
considerer le dernier de ces deux cas. Il est en eflet facile de voir que 
ces deux cas ne sont pas essentiellement differents, puisque, etant donnkees 
deux formes qui repondent au premier, il suffit evidemment de multiplier 
les trois coöfficients de Tune d’entre elles respectivement par 1, , — 1, pour 
que le groupe des deux formes rentre dans le second de ces deux cas. 

La definition de Tequivalence ainsi restreinte, donne eucore lieu ä 
une nouvelie subdivision quil est essentiel de prendre en consideration. 
Comme on aD'=D, et par suite en vertu de l'equation (5), 

8) o—Py=Htl=e, 

nous pouvons avoir Egard au signe dont Junite est precedee dans cette 
equation; nous dirons desormais que la substitution donnde par les formu- 
les (2), et qui change la forme (1) dans la forme Equivalente (3), est 
propre ou impropre, suivant que le signe superieur ou le signe inferieur a 
lieu dans l'@quation (8). Observons d’abord que la substitution inverse (7) 
qui sert a revenir de la forme (3) a la forme (1), et qui pour le cas qui 
nous Occupe, se reduit a poser 


/ Ö ß „ft r); a& 
’ — a DT u an . vr 
= R zz — r y 5) h — g& TI } ) 


sera tfoujours de meme nom que celle dont nous venons de parler. Il suffit 
pour s’en assurer, de remplacer dans lexpression (8) les entiers a, ß, 'y, ö 
Ö ß : A. 
€ 


respectivement par —, — 7, 7773 7%, 08 qui changera cette expres- 


SION ER 


a0 = FERN 
Les deux substitutions etant de m&me nature quant a la distinction que 
nous venons de faire, on peut transporter Ja denomination precedente au 
eroupe des deux formes et appeler l’equivalence de ces formes propre ou 
impropre suivant que Ja valeur de e, commune aux deux substitutions en 
question, est +1 ou —1. Il n'est pas necessaire pour notre objet de eonsi- 


derer l’equivalence impropre qui au reste se change toujours en Equivalence 
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propre, si dans l'une des formes on change le signe du coefficient moyen. 
En disant done desormais que deux formes sont equivalentes, nous enten- 
drons toujours quiil s’agit de l’equivalence propre, ou autrement dit, qu’on 
peut passer de chacune de ces formes a lautre, par une substitution telle 
que (2), oul’on aad— PBy= 1. Pareillement, quand nous nous proposerons 
de decouvrir toutes les transformations qui changent ces formes l’une dans 
l'autre, nous n’aurons en vue que celles qui satisfont a la condition prece- 
dente, et nous rejetterons toutes celles pour lesquelles on aurait ud — By = 
—1. Comme dans ce qui va suivre, il sera le plus souvent inutile de 
designer les indeterminees par des lettres particulieres, nous conviendrons 
d’indiquer une forme telle que (1), ou une substitution telle que (2), par 
ces notalions abregees 


a 
(sb, 0, (95). 
La notion de l’equivalence telle que nous venons de la fixer, donne 


lieu a ces theoremes tres-simples 
I. Toute forme est equivalente a elle-m&me, puisqu'il est evident 


quelle ne varie pas, si on lui applique la subst. } wi‘ 


II. Deux formes qui equivalent a une troisieme, sont equivalentes 
entre elles. En effet, si la forme f, supposee Equivalente a f’, se transforme 


en celle-ci au moyen de la subst. a 2), et si celle-ci devient a son 


Be 


tour identique avec f“, au moyen de la subst. & a on passera Evidem- 


a, pP" 


. 5), ou Von a 
B) 


ment de f a f‘‘, si l’on fait usage de la subst. unique ( 


a' a0’ Ay, ß” —— aß’+ Rd’, 

Vsnchiy, = yp+lh, 
et il ne reste plus qu’a prouver quion a ad“ — P’y'‘=1. Mais cette 
equation resulte sur le champ de l’equation identique 

a" RB’ — (ad —PBy) (a’d’ — ß‘ Y), 
ou lon a par hyp., da —Py=1, ee d«'—Py=i. 


La subst. 2 2); qui produit le m&me eflet que les deux subst. 


2 n); ( 5 ß e employees l'une apres l’autre, peut s’appeler convenablement 


N Ö 
’ 
une substitution composee, ou il importe de remarquer que lordre des sub- 
stitutions composantes ne peut pas etre interverti. 
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Ill. Deux formes (a, b, c) et (a’, b’, ce’) etant supposees @quivalentes, 
le plus grand diviseur commun des entiers a, db, ce est le meme que celui 
des entiers a’, b‘, ec‘, et la m@me egalite subsiste entre les deux groupes 
20, 2 

Comme l’equivalence admise suppose une transformation telle que 
(2), et par suite les &quations (4), on voit immediatement que tout diviseur 
commun de a, b, c, divise aussi a‘, b’, c‘, et l!on arrive a un resultat sem- 
blable relativement aux groupes a, 25, c, et a‘, 25’, c', si prealablement on 
suppose les deux membres de la seconde des &quations (4), multiplies par ?. 
Un raisonnement analogue pouvant se faire en sens inverse, la proposition 
enoncee se trouve etablie. 

Nous observerons qu'il serait inutile de considerer des forınes (a, b, c) 
pour lesquelles le plus grand diviseur commun a de leurs coöfficieuts a, b, c 
differerait de lunite, puisque de pareilles formes ne sont evidemment que 


D i 
des formes du determinant —, affectees du facteur entier o. Nous sup- 


poserons done toujours a, d, c, libres de tout diviseur commun; cela etant, 
le plus grand diviseur commun de a, 25, ec, que nous designerons constan- 
ment par w, ne peut avoir que lune des trois valeurs 1, 1-+2 ou 2, ce 
qui donne lieu a diviser les formes quadratiques en trois especes, appelees 
suivant lordre des cas enonees, la premiere, la seconde ou la troisieme, de 
sorte que des formes equivalentes sont toujours de m&me espece. 


&. 11. 


_ Relativement a l’equivalence des formes, il se presente deux questions 
principales a resoudre. Etant donnees deux formes ayant le m&eme deter- 
minant et appartenant a la m&öme espece, on peut demander 1° si ces formes 
sont equivalentes ou non, et lequivalence supposee reconnue, on peut se 
proposer 2’ d’assigner toutes les substitutions par lesquelles ces formes se 


transforment une dans lautre. Nous ne sommes pas pour le moment en 
mesure d’aborder la premiere de ces deux questions; mais nous pouvong 
(raiter des-a-present la seconde, en la posant comme il suit: 
„Bitant donnees deux formes equivalentes ainsi qu’une {ransformation 
„de la premiere dans la seconde, trouver toutes les transformations 
„qui produisent le meme effet.” 
I. 1a question Enoncee peut se reduire & une autre plus simple et 














4 
EN 
zä 
Rn 





25. Dirichlet, recherches sur les formes quadratiques. 325 


gni west au fond qu’une question particuliere, mais de meine nature que 

la proposee. Üette question parliculiere consiste a assigner loutes les sub- 

stitutions par lesquelles une forme donnee se chauge en elle - meme ou autre- 

ment dit, reste invariable quant ä ses coöfficients. Pour le prouver, soit 
 %) 

la subst. donnee par laquelle la premiere f des formes donnees se change 

dans la seconde f”. Si maintenant lon designe par 


(2) (er 


v, og 
une subst. quelconque qui, etant appliquee a la forme f, reproduise cette 
meme expression, il resulte du $. pr&cedent II., que par la subst. composce 
des precedentes, rangees dans l’ordre (2), (1), 

a, ß' 
GR 


ou Von a 


«=artym P=Pr+iu, 
(4) Ban av+Yys =Pv+ög, 
f se chauge en f‘. Cela pose, je dis que, si dans les equations (4.) on in- 
troduit successivement toutes les subst. (2), on obtiendra toutes les trans- 
formations possibles de f en f‘, et de plus que chacune dentre elles ne se 
presentera ainsi quune seule fois. Pour prouver d’abord ce dernier point, 
il suffit d’observer que les @quations (4), en y considerant A, 4, v, g comme 
des inconnues, donnent ces valeurs completement determinees: 

A da —yPß, = aß— Pa’, 

v=oy—yb, g= uöd—Py. 


Reste a faire voir quil n’existe aucune (ransformation (Hi e) de f en f', 
qui ne soit contenue dans les formules (4), en y considerant X, u, v, , 
generalement comme les coefficienis des subst. (2) definies plus haut. 
Conmme la resolution des @equations en question a donne des valeurs 
entieres, et que d'un autre cöte, om conclut de l’equation identique 
N—uv)(ad— By) = u —PB'y'. 
combinee avec celles- ei 
aöo—Py =1, Ay mi, 
quel’on a aussi Ae—uy = 1, tout revient evidemment a s’assurer que la subst. 


Er r ) formee avec les entiers A, u, v, g, donnes par la resolution effeetuee, 
43 ’ 
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est en eflet Yune de celles qui changent la forme f en elle-möme. De- 
signant pour un instant par x, la forme encore inconnue dans laquelle f se 
trausforme par la subst. dont il s’agit, on voit d’abord que x devient f’ 


au moyen de la subst. R : ); et que par suite f’ se change en x au moyen 


i d, — 2 nn . 
de la subst. inverse e I „ 2 Mais d’un autre cöte, cette derniere change 
aussi f' en f, d’ou il suit quion a f=x, ce qu'il s’agissait de prouver. 
II. Tout se reduit done & decouvrir toutes les substitutions e; j ) 


par lesquelles la forme donnee f = (a, b, c), se change en elle-meme. 
Pour resoudre cette question, il sagira d’assigner toutes les valeurs en- 
tieres A, &, v, o telles qu’en remplacant dans l’expression 
az +?2bry+cy, 
ou ce qui revient au meme, a differant de zero, dans celle-ci 
a(az+2bry+cy), 

x et y respectivement par A\r+uy et vae-+py, ceite expression reste 
identiquement la m&eme. Nous ferons d’abord abstraction de la condition 
N—uv=1, toujours exigee dans les transformations que nous employons, 
et de plus nous considererons X, &, v, eg comme susceptibles de valeurs ration- 
nelles quelconques. La question ainsi generalisee une fois resolue, il sera 
facile d’avoir egard aux conditions jusque-la negligees. L’expression dont 
il s’agit, se decompose en ces deux facteurs lineaires: 

(ae +(b+yD)y)(ax-+(b—yvD)y), 
' ou nous entendons par YD une valeur determinee, mais qui peut @tre ar- 
bitrairement choisie parmi les deux valeurs opposees generalement comport&es 
par un radical quarre. La substitution indiqu&e change le produit precedent 
en celui-ci: 


[an +bv+vv D)e+(autbetev DJyl[(ar+bv—vy D)e+(au+be-ev Dy]. 

Designant pour un instant les huit coefficients par des leitres particulieres, 

en posanut y=a, g=b-+YD, ...., p=ar+tbv+vVD, ...., lega- 

lite quil s’agit d’etablir entre ces deux produits, s’ecrira ainsi: 
(pe+gy)(re+sy) = (petgy)rctsiy). 

Or, les quatre constantes p, g, r, s donnees etant Evidemment toutes diffe- 

rentes de zero, les conditions necessaires et suffisantes pour Tidentite de 


A 0 RE j rg 
ces deux expressions, exigent &videmment qu'on ait 1° =1,eten 
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outre 2° Yun ou l'autre de ces deux systemes d’equations 

fi ah a A a N 

2. "u u BEN FT 
Si maintenant, suivant qulil s’agit du premier ou du second cas, on pose 

7! r' 

„=P+tvvD u —=0+VVD, 
ou nous Supposons D et W rationnels, ce qui est permis, les coöfficients 
pP, 9»... ne renfermant que la seule irrationnelle YD, on aura respecti- 
vement 


Z = d—ıVyD, wu P =Dd—vyD, 


It 
et Pequation P—- 
pr 





—=1, commune aux deux cas, prendra la forme 


6) ®’—DyV = 1. 
Quant a lrautre condition exprimee par deux equations, il suffit d’eerire 
pour Fun et lautre cas, la premiere de ces deux equations, celle-ci com- 
prenant virtuellement la seconde qui n’en differe que par le signe du radical. 
On aura donc suivant les deux cas 


a,+bv+vyD _ au+bo+oyD _ 
eihbehrrD _ eehlehetd — O4 y VD, 





ou 
ak+-bv—vyD au+bo—eyD 
mar V ade ea = P®+vyD. 
Eu egalant separement dans ces formules les parties rationnelles et les 
coefficients de YD, et en resolvant ensuite les &quations que l’on obtient 
ainsi, par rapport A X, %, v, £, on trouve sans indetermination et suivanı 
les deux cas: 








= 9—by, = P+bV, 

“= —cy, u 2p+t2y, 
v=av,, vy= —a,y, 

e = O+bv, Fer 





On voit done que toutes les valeurs rationnelles A, «, v, g qui satisfont a 
la condition d’invariabilite exigee, sont donndes par ces deux systemes de 
formules tr&s-simples, ou ® et % designent generalement toutes les valeurs 
rationnelles simultanees compatibles avec l’equation (5). Il siagit mainte- 
nant d’avoir egard aux conditions que nous avons negligees, et dont l’une 
est exprimee par l’equation Ao—uv = 1. La substitution des expressions 








328 25. Dirichlet, recherches sur les formes quadratiques. 


precedentes montre par un calcul ires-simple, que le premier systeme y 
satisfait, tandis que relativement au second, on trouve Ae—uvy = —1. 
Ce dernier devant ainsi etire rejete, il ne reste plus qu’a examiner sous 
quelles conditions les expressions de A, %, v, g, donnees par le premier 
systeme, sont entieres. 11 est facile de voir que cela exige que les pro- 
duits »D, wi, w designant (oujours le plus grand diviseur commun de a, 
2b, c, soient des entiers. En effet, comme des &quations pr&cedentes on 
conclut facilement 


a 2b c 
v=—w%, p—N = —wy, —Uu = „av 


[MM 


on voit que, si le produit w»yY, reduit a sa plus simple expression, avait un 
denominateur autre que lunite, ce denominateur serait diviseur commun des 


7 2b c Ze \ ’ 
entiers —, —, —, qui n adınettent pas de pareil diviseur.. La conclusion 
() 1) ı) 


obtenue pour wy, s’etend sur le champ a w®, au moyen de l’equation wO 
—=whN+ bw. Mais la reciproque a egalement lieu, et il est facile de s’assu- 
t 


u 
nt, 


rer que, si l’on fait usage de valeurs de®D et /, telles que PD = . B 
J 

ou Z et u sont des entiers, et satisfaisant a l’equation (5), il en resultera 

des valeurs entieres pour X, %, v, g. Pour le voir, substituons ces expres- 


sions dans les equations obtenues plus haut; il viendra ainsi 
(6) ?—Du = Ww, 


BR Er t— bu en cu ET... _ t+bu 
(7) ac r I u? “2 Fu 7) : 


Relativement a u et v il ny arien a prouver, a et c eiant divisibles par w. 


eG np: 2bu 4 
Quant a A et o, comme leur difference 0 —N = ——, est evidemment un 


u) 
ö . . . . x . t+-bu t—bu 
entier, tout revieut a faire voir que Tune des EXpressions ET ER 
' u) 


est pareillement un entier. Mais de l’equation a laquelle ? et u sont sup- 
t+bu(t— bu) __ 


me 
nn 1— — u, on conclut 
W [77] 





poses satisfaire, mise sous la forme 


que le produit des deux facteurs C+bu et E—bu est un multiple de w, 
d’ou et de ce que w ne renferme pas plusieurs nombres premiers differents, 
1) 


il suit que lun au moins des deux facteurs est divisible par w, ce quiil 
sagissait de faire voir. Les formules (7), en y substituaut successivement 
toutes les solutions entieres de lequation (6), donneront donc toutes les 
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i 4 R a .- 
(ransformations ( a de la forme (a, b, e) en elle-meme, et il est diail- 


’ 


leurs evident que chacune de ces (ransformations ne se presentera qu’une 
seule fois, car on voit par les deux premieres des formules en question, 
qu’a des valeurs determinees X et u r&pondent toujours des valeurs egale- 
ment determinees pour £ et . 

Remarque. Lanalyse qui vient de nous conduire de la maniere la 
plus simple a la solution de la question proposee, a en outre l’avantage 
de montrer clairement ce qui distingue les transformations propres, les seules 
que nous ayons a considerer, de celles qu’on appelle impropres. On voit 
en eflet que, sil sagit des transformations d’une forme en elle-meme, les 
premieres sont ceHles pour lesquelles les deux expressions lineaires dont 
la forme donnee peut Etre consideree comme le produit, restent lune et 
l’autre invariables, abstraction faite des facteurs constauts qu'elles acquierent; 
tandis que les transformations impropres qui n’existent toutefois que pour 
des formes d’une nature partieuliere et repondent alors au second des deux 
systemes d’equations obtenus plus haut, ont pour eflet d’echanger entre elles 
les deux expressions lineaires dont il sagit. La meme remarque s’etend 
aux substitutions qui ne reproduisent pas la forme donnee, et la changent 
au contraire en une aulre equivalente mais distinecte. En combinant ce qui 
preeede avec le resultat du n° precedent, il est facile de s’assurer que, si 
apres avoir decompose en facteurs lineaires la forme primitive et celle qui 
en derive, on considere comme correspondants ceux de leurs facteurs, qui 
eontiennent le radical YD avec le meme signe, toute transformation de la 
premiere dans la seconde, sera propre ou impropre, suivant que les facteurs 
lineaires se changent en leurs correspondants ou non. 

Il. Si maintenant nous substituons les expressions (7) dans les 
equations (4), ces dernieres prendront la forme: 


u et— (ba+teyr)u ß. . Ppt— (bP+eöru 
. S a 








W () 
‚_ rttlaatbr)u 9 _ Itrlaßrbdm 
A w ' ii w j 


Au moyen de ces equations, on pourra done, une premiere transformation 


Be ie 
» *) d’une forme (a, db, e) en une aufre («a‘, 5b’, ce’) equivalente etant 
donnee, en deduire toutes les transformations possibles, en supposant d’ail- 


leurs que la solution complete de l’equation (6) soit egalement connue. 
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$. 12. 
Lorsque la forme 


(1) ar+rbry+cy, 

dont nous designerons le determinant par D, et dont nous considererons 
d’abord les co@fficients a, 5, ec, comme susceptibles d’un diviseur commun 
queleonque, obtient une valeur determinee m, en y attribuant des valeurs 
particulieres 7 et s aux indeterminees z et y, nous dirons que l’entier m 
est represente par la forme donnee. Nous supposerons toujours, si nous 
n’avertissons expressement du contraire, que les entiers determines r et s 
sont premiers entre eux. Sous cette restriction, n differe toujours de zero, 
car il est facile de voir que I'hypothese de m = 0, suppose r=0, s—=(, 
valeurs dont un nombre quelconque est diviseur commun. Il s’agit main- 
tenant de deduire les consequences qui resultent d’une representation telle 
que nous venons de la definir. On voit tout d’abord que, si l’on choisit 
deux entiers o et 7 qui satisfassent a l’equation 


?) r—o=1, 
evidemment resoluble, et que l’on applique ensuite la substitution % „e a 
J 
la forme (1), celle-ci se changera en cette autre @quivalente 


an 


m 9 


OU 

(4) m=ar+2örs+cs, (5) n=arg+b(rc+sg)+ecse. 
Le troisieme coeflicient de la forme (3) etant entier, on conclut que n 
satisfait a la congruence 


(6) "=D (mod. m). 

On voit done qu’une condition necessaire, quoique nullement suffisante, 
pour que zn puisse Eire represente par la forme (1), consiste en ce que D 
doit etre residu quadratique relativement au module m, et que d’une re- 
presentation supposee connue, on peut toujours deduire une racine n de la 
congruence (6), en substituant une solution quelconque de l’equation (2) 
dans la formule (5). Comme l’equation (2) admet toujours une infinite de 
solutions, il est naturel de rechercher comment n varie, lorsqu’on passe 
d’une de ces solutions A une autre. Pour y parvenir, soit 9, 7, une solu- 
tion particuliere et soit rn, la valeur correspondante de n; si maintenant l’on 
introdnit la solution generale e= + r&, r=0,+sZ, ou & designe un 
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entier complexe arbitraire, dans la formule (5), on aura pour la valeur 
generale de n, 
n=n+ mE, 

d’ou Fon conclut que les valeurs en nombre infini, dont n est susceptible, 
etant toutes congrues entre elles suivant le module »n, forment une racine 
unique de la congruence (6), et lon doit ajouter que larbitraire & peut 
toujours @tre choisie de maniere a faire coincider n avec Tune quelconque 
des valeurs en nombre infini, que Fon peut considerer comme autant d’ex- 
pressions differentes d’une meme racine de la congruence en question. 

Cela etant, nous dirons desormais d’une maniere abregee, que la 
representation de lentier m par la forme (1), pour laquelle on ax —r, 
yv=s, appartient a la valeur n de expression YD (mod. m), que l'on 
deduit de l’equation (5), en y substituant deux quelconques des entiers £ 
et 7 qui satisfont a lequalion (2). 

la conclusion que nous venons dobtenir et qui consiste en ce que 
la representationz=r, y= s, appartenant a [a valeur n de VD (mod. m ), 
a toujours pour consequence lequivalence des formes (1) et (3), a egale- 
ment lieu en sens inverse. En eflet sı, supposant l'equivalence de ces der- 


o: oo r, 0 s . . 
nieres, nous designons par (f ‘) [une queleonque des substitutions par les- 
u. 


quelles la premiere se change dans la seconde, nous aurons evidemment 
les equations (2), (4) et (5), dont la seconde fournit une representation 
qui en vertu des deux aufres appartient evidemment a la valeur n de YD 
(mod. 2). Je dis de plus quiil ny aucune representation satisfaisant a la 
condition exigee, qui ne puisse sSobtenir ainsi au moyen d’une (ransformation 
de la forme (1) en celle (3), et que chaque representation se presentera 
une seule fois, d’est-a-dire qu’elle proviendra toujours d’une transformation 
unique et determinee. Pour prouver d’abord le premier point, remarquons 
qu’en vertu de la definition m&eme de la valeur 2 & laquelle une represen- 
tation est dite appartenir, supposer lexistence d’une telle representation 
pour l’entier »n, c'est supposer les equations (4), (2) et (5), desquelles il 


| , . . r 
resulte sur le champ que la forme (1), au moyen de la substitution "; — 
,. 


se change en une autre du meme determinant D, et dout les deux premiers 
coöfficients sont m et n. On conclut de la que le troisieme «co6effieient est 
n?—D 


———— , et que la substitution indiquee est en eflet lune de celles par les- 
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quelles la forme (1) se change en celle (3). Quant au second point, il 
est evident que pour l'etablir, on w’a qu’a faire voir que les deux equations 
(2) et (5), en y considerant r et s comme donnes, ne sauraient Etre satis- 
faites par plus d’un couple de valeurs dep et der. Mais cela est manifeste, 


puisque les equations dont il s’agit, etaut resolues, donnent ces valeurs 
completement determinees 


(n—br—cs a ar+(n+b)s 


m . m 








On voit par ce qui pr&ecede, que pour que lentier m puisse Etre represente 
par la forme (1) de maniere a ce que ces representations appartiennent & 
une valeur donnee n de lV’expression YD (mod. m), il faut et il suffit que 
les formes (1) et (3) soient @quivalentes entre elles. Cette condition sup- 


r ® ’ | | e 
posee remplie, on n’aura plus qu’a chercher toutes les substitutions % °) 
3 


par lesquelles la forme (1) se change en celle (3), et on posera zr=[r, 
y=s. Or, les substitutions dont ıl s’agit ayant ete exprimees dans le $. 
precedent en fonction de Tune quelconque d’entre elles, on en conclut, si 
nous revenons maintenant & l'hypothese que les coe@fficients de la forme 
(1) mount pas de diviseur commun, que les representations cherchees sont 
toutes comprises dans ces deux &quatious 

VE insiai. ne  2 TS Aa 2 ec. de uud 

167) 


) - 








ou &, y sont resp. le premier et le troisieme des co@fficients qui entrent 
aa) &, SALE ._. o . 
dans une substilution (, ‘ arbitrairement choisie parmı celles quı trans- 


forment la forme (1) en celle (3), et ou Z et x salisfont generalement a 
lequation ”— Du = w. Il est bon de remarquer que le resultat est 
maintenant tout-a-fait independant de la forme (3) que nous avons eu & 
cousiderer pour l'obtenir. En eflet, comme 2 =a«a, y=Yy est evidemment 
une representation particuliere comprise dans les formules precedentes et 


qui sen deduit en supposant {= w, uU=0, on peut l’enoncer en disant 
que les equations que nous venons d’obtenir, expriment toutes les represen- 
tations appartenant a une meme valeur de YD (mod. m), en fonction de 
une quelconque d’entre elles. 
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$. 13. 


Les questions que nous avons trailees dans les $$. precedents, 

setant trouvees dependre de la solution de l’equation indeterminee 

"—Du = w, 

il est temps de nous occuper de cette derniere. Mais pour ne pas donner 
une etendue demesuree au present Memoire, nous considererons excelusive- 
ment le cas ou » =1, cas qui est celui des formes de premiere espece; et 
nous laisserons au lecteur qui voudrait s’exercer sur ces matieres, le soin 
de chercher les modifications assez legeres qu'il faudrait apporter aux re- 
cherches suivantes pour les rendre applicables aux formes des deux autres 
especes. 

La theorie de l’equation 

?—Du =1., 
peut se deduire d'un lemme dont voici l’enonce: 
„a designant un nombre complexe irrationnel donne, on pourra tou- 
„Jours trouver une infinite d’entiers complexes simultanes = et y, tels 
„quon ait i 
N(z— ay)< No‘ 
Observons d’abord que, si l’on satisfait a la condition du lemme par le sy- 
steme 7, y, on y satisfera aussi par celui-ci #2, ®#y. Comme dans l’ap- 
plication que nous aurons & faire du lemme, il importe de ne pas employer 
simultanement des systemes derivant aiusi Jun de l'autre, nous eviterons 
cet inconvenient, en ne considerant deux systemes comme distinets qu’autant 
que les valeurs de N (2 —.ay) qui s’y rapportent, sont differentes entre elles. 
Il est en effet evident que pour deux systemes comme ceux dout il vient 
d’etre question, lexpression N(2—ay) a toujours la m&öme valeur. On 
voit encore que la condition du lemme se trouve remplie, lorsque, & etant 
quelconque, on a y=(, mais nous ferons pareillement abstraction de ce 
cas, de sorte que 2—ay aura toujours une valeur irrationnelle et par cou- 
sequent differente de zero. 

Pour demontrer notre lemme, commengons par faire voir qu’on peut 
toujours trouver deux entiers z et y, qui satisfaisant a linegalite proposee, 
soient en outre tels que l'on ait 

N(z—ay)< A, 
A designant une quantite positive arbitrairement choisie. Soit a cet eflet 
44 3 
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n un entier positif pour lequel on ait, A>.n: et designons par n Fun 


queleonque des entiers complexes dont les deux parties, et j’entends par 
la la partie reelle et le coefficient de © qui entrent dans une expression 
complexe quelconque, soient comprises dans la suite 
—n, —(n—1), ...„, —1, 0, +1, ..„, .n—1,.n. 

Relativement a chacun des entiers n dont le nombre est Evidemment egal 
a (2r +1)’, determinons l’entier correspondant £ tel que les deux parties 
de l’expression 

gan 
obtiennent des valeurs non-negatives et inferieures a lunite. Cela sup- 
pose, il est evident que, si Ton designe par 

1 1 


Pau’ Tan’ 


. 1 : 
les plus grand multiples de 5, Fesp. contenus dans les deux parties dont 


il siagit, les entiers reels p et y seront lun et l’autre compris daus la suite 
0, 1, 2. 3 en 

Or, eomme avec de pareils entiers on ne peut former qu’un nombre de 

combinaisons distinetes, exprime par (?n)’, tandis que celui des expressions 

E—an est (?n+1)’, on voit que Tune au moins des combinaisons p, g 

devra se reproduire. Soient done 


gan, E—an, 

les deux expressions ou deux des expressions pour lesquelles cette cir- 
constance se presente, il est evident qu’en formant la difference de ces 
expressions, on obtiendra, en posant 

c (on A Vu‘ ’aazn 

Die HE, UA TE 
une nouvelle expression 

T— MY, 

dans laquelle l’entier y sera evidemment different de zero, et dont les deux 


parties seront, abstraction faite du signe, inferieures a de sorte qu’on 


aura 


1 - 
N@—ay)<5,,, et par suite N(z—ay) <A, 


ce qui coineide avec la seconde des conditions posees plus haut. Pour 
prouver que l’expression N(x—ay) satisfait aussi a l’autre condition qui 
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est celle du lemme, observons que, les deux parties de y=n—n', ayanl 
evidemment des valeurs numeriques non-superieures a 2n, on a Finegalite 
N(y) <Sn’, dont la comparaison avec celle que nous venons d’obtenir, donne 


+ 
N (x — ay) u N(y) 


conformement a l'enonce. 

Ayant ainsi prouve qu'on peut toujours trouver un couple z, y, qui, 
en m@me temps qu'il Saccorde avec la condition de l’enonee, satisfasse a Fin- 
egalite N x —ay)< A, ou A est d’une petitesse arbitraire, il est facile 
d’en conclure la verite du lemme. Hl suffit pour cela d’observer que, quel 
que soit le nombre des systemes qu’on suppose deja connus, on trouvera 
un nouveau systeme distinect des premiers, si, appliquant le procede que 
nous venons d’exposer, on y suppose A egal a la plus petite des valeurs que 
expression N(2—ay) presente dans les systemes anterieurement obtenus. 

Remarquons maintenant que relativement a deux quantites complexes 
quelconques r et s, on a linegalite connue et d’ailleurs facile a verifier, 

VNe+9)<vNe)+vN), 
les radicaux etant supposes pris positivement. Supposau r= r—ay, 
s—= 2ay, il viendra 
vN(z-+ay) <yN(e—ay)+vVN(lay) 
inegalitE qui au moyen de celle du lemme, mise sous la forme 
. 2 
vNa-—ay er. Ten 
\ Y<Iun’ 
se change en 
2 
N(z-+ay) < 2yNlay) +5: 
Ces deux dernieres etant multipliees entre elles, donnent 
2 4 
et par suite, y etant un entier complexe different de zero de sorte que 


Ny)z1, 


vNa’—ay’) <4yN(a-+1). 
On voit done que pour tous les couples d’entiers qui satisfont au lemme 
et dont le nombre est infini, N(z’—.a’y’) reste au dessous d’une limite in- 
variable. Appliquons ce resultat au cas ou a=yD, D etant un entier 
complexe non-quarre et le radical designant une racine determinee qui 
restera toujours la m&eme dans ce qui va suivre. Comme daus cette hypo- 
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these, 2 — a y' = 2°—Dy' est un entier complexe et quil n’y a qu’un 
nombre fini d’entiers dont la norme seit imferieure & une limite donnee, 
il faudra necessairement que lexpression 2°—Dy” obtienne une infinite 
de fois une m&me valeur / qui sera evidemment differente de zero, y n’etant 
pas nul. Liequation 2 —Dy’—= I, etant ainsi satisfaite par un nombre 
infini de sysiemes 2, y, on voit encore que parmi ces systemes il s’en 
trouvera necessairement un nombre illimite , pour lesquels les valeurs tant 
de x que de y presentent des differences multiples de /. Soient 


x” — Dy’ — I, 2" —Dy“ _— # 
deux equations pour lesquelles cela arrive, de sorte qu’on ait simultanement 
e=xr, y==y’ (mod.!). Le produit de ces &quations etant 

we — Dyy’—Day—ye) =T, 
et zy’— yx’ etant divisible par / en vertu des conditions supposees, 


xx2'—Dyy‘ sera aussi un multiple de /, de sorte qu’en divisant par ", 
on aura 

E— Du m SR 
les entliers Z et « etant donnes par les formules 


xx — Dyy’ 2y' — ya 


um 
I ’ I 
Nous ajouterons qu'il ne saurait arriver quon eüt v=0, car il est facile 
de se convaincre que cela supposerait = +tzr, y =+y, de sorte que 


i = 





les systemes x, y et x’, y’ ne seraient pas distincts. 

Etant ainsi assure que l’equation ?— Du’ = 1, est toujours resoluble 
sans quon suppose 4 = U, on parviendra necessairement a une solution si 
l'on attribue successivement a % toutes les valeurs entieres dont les nor- 
mes forment la suite croissante des entiers positifs susceptibles d’etre de- 
composes en deux quarres, jusqu’a ce que l’on tombe sur une valeur de 
pour laquelle Du’ +1 soit egal a un quarre. Cette simple possibilite suffit 
pour notre objet. 11 existe un algorithme assez expeditif et analogue a 
celui des fractions connues, au moyen duquel on peut obtenir toutes les 
solutions de l'equation proposee ou plutöt celle de ces solutions, que on 
doit eonsiderer comme fondamentale et dont les autres se deduisent facile- 
ment; mais comme l'exposition de cet algorithme exigerait de longs details 
qui ne sont nullement necessaires pour le but que nous avons en vue, nous 


ne nous en OCcuperons pas ic. 
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g. 14. 
La possibilite de l’equation 
(1) ?—DuW=1, 
ayant ete etablie dans le $. precedent, il s’agira maintenant de decouvrir 


le lien qui existe entre ces solutions en nombre infini. Ü'est A quoi nous 
parviendrons par les considerations suivantes. 


I. Observons d’abord que la double solution evidente = +1, u= (0, 
est la seule pour laquelle lune des indeterminees soit egale a zero. Car 
il est manifeste que Uhypothese 2=0, est inadmissible, D n’etant pas un 
quarre. Pour cette solution on a N({+uyYD) =1, et je dis de plus 
quelle est la seule pour laquelle cette Equation ait lieu. En eflet, comme 
les expressions N({+uyD), N(t—uyD) out toujours des valeurs re- 
ciproques lune de lautre, puisque lon a Nt+uyD)N(t—uyD) = 
N(?— Du) = 1, la condition precedente est @equivalente a celle-ci 

N(t+uyD) + N(i—uyD) = 2. 
Si maintenant on remarque que, r et s etant des quantites complexes quel- 
conques, on a identiquement 
N(r+s)+N(r—s) = 2N(r)+H2N(s) 
cette derniere pourra prendre la forme 
Nt)+N(w)N(yD) = 1. 
Or, N(y’D) etant une quantite egale ou superieure a lunite, cette equation 
exige Evidemment que lon ait u—=0, ou {=0, lorsque N(D)= 1; mais 
la derniere hypothese ne pouvant avoir lieu, l’assertion avancee se trouve 
Justifiee. 

Il. Je dis en second lieu que, si pour deux solutions 7, u, et 7, u‘, 
on aN(+uyYD)=N(t+uyD), ces deux solutions sont ou identiques 
ou Opposees, de sorte ue = +f, wW= +u, les signes se correspondant. 
En eflet il est clair que de deux solutions quelconques ?, u, et ?', w‘, on 
peut en deduire une troisieme au moyen de l’equation 

iu = tt uVD, 
dans laquelle il faut egaler separement les parties rationnelles ei les coel- 
ficients de YD, ce qui donne 


r= t!’— Duu‘, v = tu — ut. 
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(!omme relativement a cette nouvelle solution on a 


rn N(t’+u'yD) 
N zu — — Il 

(erVVD) = wareyD 
et par sule r=+ I, v=0, onconclut =+tl, W=+u, ce quiil s'’agis- 


1, 


sait de prouver. 

IM. Si lon excepte la double solution = +1, u=0, les solu- 
tions de lequation (1) existent toujours par groupes de quatre, les inde- 
(erminces pouvant eire prises avec un signe arbitraire. 1 est Evident que 
relativement a un pareil groupe, l'expression Z+uyD a quatre valeurs 

wr a 1 Li f i 
distinctes exprimces par +%, + =. x designant Tune quelconque dentre 
elles, tandis que l’expression N(£+uyD) ne presente que ces deux va- 

. . u. \ T 1 , . b) “ 5) o 
leurs distinetes N (x), N rs reciproques Fune de lautre. L’expression 
N’t+uyD) wayant quune valeur unique superieure a l’unite pour chaque 
groupe, ceite valeur pourra servir a caraclcriser ce groupe et a le distin- 
guer de tous les autres, comme cela resulte du n° preeedent oü lon a 
vu que la supposition N(+uyYD) = N(!+wYyD), ne peut avoir lieu 
que pour des solutions identiques ou opposdes, c’est-a-dire appartenant 
au möme groupe. Cela pose, nous appellerons groupe fondamental celui 
pour lequel la valeur de N(t+uyD), toujours supposee superieure & 
lunite, est moindre que la valeur analogue relative a tout autre groupe. Si 
maintenant lon remarque que, la variable positive g Etant supposee croitre 
s partir de o=1, la fonetion o+ — croitra egalement a partir de la va- 
leur 2, on voit que la definition precedente revient A dire que le groupe 
fondamental est celui pour lequel l’expression 


Ntt+uyD) —= N(t+uyD)+N(t—uyD; 


= 2Nt)+2NwW)NyVD) 


1 
TNatuyD) 


a la plus petite valeur superieure a 2. Sous cette forme, la definition, 
quoique la meme au fond, a lavantage d’eire independante de la supposition 
Nit+-uyD)>1, lexpression precedente ayant evidemment la m&eme va- 
leur pour chacune des quatre solutions formant un meme groupe. Il est 
actuellement facile dindiquer une methode propre & faire decouvrir le groupe 
fondamental, en supposant toujours qu'il sagisse de simples possibilites et 


nullement d’une operation facile sous le rapport du calcul pratique. Ayant 
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trouve une premiere solution f, a, et determine la valeur correspondante 
de N(t-+-uyD), designee par 5, tout revient a voir quels sont parmi les 
couples d’entiers £ et u, tels qu'on ait 


I<N(t) + Nu) N(vD)<4(b+ ,): 


et qui sont evidemment en nombre fini, ceux qui satisfaisant a l’equation (1), 
donnent la plus petite valeur a lexpression qui vient d’etre ecrite. Les 
quatre couples qui remplissent ces conditions, coincident avec les quatre 
solutions du groupe cherche. 

Il nous reste a faire voir comment de lune des solutions de ce 
groupe l’on peut deduire toutes les solutions de la proposee. Quoique cela 
puisse se faire au moyen de l'une quelconque d’entre elles, nous convien- 
drons, pour eviter des distinetions tout-a-fait inutiles, de nous servir 
constamment de lune des deux solutions opposees pour lesquelles on a 
N(t+uyD)>1. Nous designerons par T, U, celle des solutions fonda- 
mentales que nous emploierons et nous poserons N T+UYD)=o, la 
quantite « > 1 devant se presenter souvent dans ce qui suivra. 

IV. Cela pose, je dis que toutes les solutions de l’equation (1) 
sont donnees par la formule 

(2) t+uyD= +(T+UYD), 
ou il faut employer successivement chacun des deux signes et attribuer ä 
l’exposant n toutes les valeurs entieres depuis — © jusqu’a ©, et de plus, 
que chaque solution est contenue d’une seule maniere dans cette equation, 
c’est-a-dire quelle repond toujours a un signe et a un exposant determi- 
nes. Al est sans doute inutile d’ajouter que pour faire usage de la for- 
mule (2), il faut egaler separement les parties rationnelles et les coöffi- 
cients de YyD, apres avoir developpe le second membre, mis prealablement 
sous la forme + (T—UyD)”, lorsque n est negatif. 

1°. 11 est d’abord facile de prouver que les entiers Z, v donnes 
par la formule (2), satisfont en eflet a l’equation (1). Il suffit pour cela 
de remarquer que lequation (2) subsiste &egalement lorsqu’on y remplace 
vD par —YD, et que lequation ainsi modifi6e, etant multipliee par 
l’equation primitive, donne precisement l’equation (1). 

2°. Pour faire voir en second lieu quil n’y a aucune solution de 
l’equation qui ne soit comprise dans la formule (2), posons pour un in- 
stant, „HwyD=(T-+UYD). L’equation (2) est alors equivalente & 
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ces deux equations simultanees, {= +t,, u=+u,, les signes etant arbi- 
traires, mais egaux dans les deux equations. Observons maintenant que, 
comme la puissance (N(T+UyYD))" = 0” croit constamment depuis la 
valeur zero jusqu’a une valeur infinie, lorsque lexposant n croit lui- meme 
depuis — x jusqu’a oo, il faut necessairement que relativement & une so- 
lution donnee 7, v quelconque, on ait 


NetwD=e, ou e"<NertiyYD<et, 
lexposant 2 ayant une valeur unique et determinee. Dans le premier cas 
ou Von aN(rtuyD)=N(t,+u,yD), ou conclura en vertu du mn’ II, 
r=+tf,,v=+tu,, ou le signe qui doit etre le m&me pour les deux 
equations, est completement determine, l’entier donne 7 ne pouvant se re- 
duire a zero. On voit done que pour ce premier cas, la solution donnee 
r, v est comprise dans l’equation (2) et repond a un exposant et a un 
signe entierement determines. Reste a considerer la seconde hypothese; la 
double inegalite qui s'y rapporte, etant divisee par c”, se change en celle-ci 
N(r-+-vyD 
1< art <NT+UYD), 


en vertu de laquelle la nouvelle solution 7‘, v’ donnee par la formule 





‚yD . a . y 
!+VyD= an 7D’ satisferait a la condition 1<N(r+vuyD) < 


NT+-UYD), ce qui est impossible, cette derniere inegalite etant en con- 
tradietion avec la definition du groupe fondamental. Le second cas ne 
pouvant avoir lieu, la proposition se trouvee etablie. 

V. Liequation (1) presente deux cas partieuliers qui meritent une 
mention speciale comme devant donner lieu plus tard a une application tres- 
remarquable; ces cas sont ceux ou D est un entier reel ou le produit d’un 
tel entier par . Comme dans la theorie des nombres complexes, l’equation 
(1) ne diflere pas essentiellement de celle ou D est remplace par la valeur 
opposee, nous pouvons toujours considerer comme positif Pentier r&el dont 
il vient d’etre question. 

1’. Considerons en premier lieu le cas ou D est reel et positif ei 
supposons le radical YD egalement positif. 11 est evident que, si dans le 
cas dont il s’agit on satisfait a l’equation (1) par les valeurs, = «u-+Bßi, 
u= y+Öi, on y satisfera aussi par celles-ei, t=a—Pi, uv=y-—Ji. 


Or, ces deux solutions donnant evidemment la me&me valeur pour lexpres- 
sion N (£+uyD), elles sont necessairement identiques ou opposees, de 
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sorte qu’on aura 
a—Pi= ta +Pßi), y—d— +y+di) 

et par suite u B=0,öd6=0;  u«a—=(0, y=0. On voit done que f et u 
sont ou l’un et l’autre des entiers reels ou lun et l’autre de tels entiers affeetes 
du facteur 2. 11 resulte de la, et en ayant egard ä la formule (2), que, si la solu- 
tion fondamentale se trouve dans le premier cas, l’equation (1) n’a que des so- 
lutions reelles, tandis que pour une solution fondamentale imaginaire, les solu- 
tions de l’equation(1) sont en partie reelles, en partie imaginaires, les premieres 
repondant a des valeurs paires et les dernieres a des valeurs impaires de 
l’exposant; et si l’on observe que toute solution imaginaire de l’equation (1) 
donne sur le champ une solution reelle de celle-ci ?”— Du" = —1, et 
reciproquement, on peut dire que la solution fondamentale presentera le 
second ou le premier des deux cas indiques, suivant que l’equation ?— Du 
—= — 1, admet des solutions reelles ou non. Bemarguons encore qu’en vertu 
de la condition NT+UYD)>1i a laquelle la solution fondamentale est 
toujours supposee salisfaire, il est evident que dans le premier cas T ei U, 
et dans le second 7, U, (en supposanu T= Ti, U=TU,i) sont toujours 
de meme signe, de sorte que nous pourrons toujours considerer ces entiers 
comme positifs, Vinegalite precedente laissant le choix entre deux solutions 
fondamentales opposees. ÜCela pose, on voit que, si dans le premier cas 
on n’a en vue que les solutions positives de l’equation (1), il faudra dans 
la formule (2) adopter le signe superieur et nattribuer a 2 que des valeurs 
pareillement positives. La formule (2) ainsi restreinte donne evidemment 
des valeurs d’autant plus grandes pour le binome ?+uyD, et par suite 
pour chacun des entiers 7 et vw, qui en vertu de l’equation (1) croissent 
(oujours simultanement; que Texposant n est lui-meme plus grand, d’ou il 
suit que les deux termes de la solution fondamentale T, U sont les plus 
petits entiers positifs qui r&esolvent Tequation (1). Il serait egalement fa- 
cile de faire voir que dans le second cas, 7',, U’, sont les plus petits entiers 
positifs qui satisfont A lequation ?”—Dw = —1, mais il sera plus com- 
mode pour notre objet de n’employer que lequation (1). Observons donc 
que pour obtenir toutes les solutions positives de cette derniere, il faudra 
apres avoir pose dans la formule (2) T= Ti, U=TU,;:, remplacer n par 
In et supprimer ensuite Ja facteur +(— 1)". Om obtient ainsi C+uyD 
=(T,+U,yD)”, et Yon voit alors que la plus petite solution positive de 
l'equation (1) est donnee par la formule +uyD=(T,+U,YD)'. 


45 * 
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En designant done generalement par 7, v les plus petits entiers 
positifs qui resolvent l’equation (1), on aura suivant les deux cas 


rtuvD=T+UYD, r+uyD = (PN. 


ı 
Ces deux formules peuvent etre reunies dans cette formule unique, 
dans laquelle x designe le nombre 1 ou le nombre 2, suivant que l’equation 
"— Du = —1, admet des solutions reelles ou n’en admet pas. 


(3) = NT+-UYD) = (r+uyD)%. 

2°. Pour traiter Yautre cas, soit D= D’i, D' etant positif. Il est 
facile de voir que, si Von satisfait alors & l’equation (1), en posant ?= 
at+ß?, uv=y+Ödi, on y satisfera pareillement en posant t=u—Bßi, 
u=0ö+Yi. Or, ces deux solutions donnant evidemment la meme va- 
leur pour lexpression N(f)+ N (uw) N{yYD) qui, d’apres ce qu’on a vu plus 
haut, peut servir a caracteriser les differents groupes de solutions, on voit 
que les solutions precedentes appartiennent au m&me groupe. On a donc 
I +Hyi=+(y+Ödi) et par consequent d= +Y. Comme en vertu de ce 
resultat u est toujours divisible par 1—:, si nous posons dans l’equation (1), 
u=(1—i)w, t=f‘, elle prendra la forme ”—2D'’u” —=1, et nous 
retombons sur le cas de&ja traite. Il est facile de conclure de la que l'ex- 
pressiono = N(T+ÜUyD), toujours supposee superieure & l’unite, est pour 
le cas dont nous nous occupons, donnee par l’equation 


(4) = N(T+UYD) = (r+u/Y2D'Y, 


r et v designant les plus petits entiers positifs qui resolvent l’equation 


”—2D' u” —=1, et x ayant la valeur 1 ou la valeur 2, suivant que l’equa- 
tion "—2D' u” = — I, admet des solutions reelles ou non. 
S. 15. 


La theorie de lequation °—Du’=1. etant maintenant connue, 
nous pouvons reprendre les questions deja traitees plus haut et en achever 
la solution, en nous bornant, comme nous en avons deja averti, a conside- 
rer des formes quadratiques qui appartiennent a la premiere espece. 


I. Nous nous occuperons en premier lieu de celle de ces questions, 
qui concerne les representations d’un entier donne m par une forme (a, 6, ec) 
egalement donnee. Supposons que m» soit susceptible d’etre represente 
par la forme dont il s’agit, et soient 2=a, y=Y, des valeurs parti- 
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eulieres et premieres entre elles, telles que Ja valeur correspondante de la 
forme soit egale a m. Cela pose, il resulte du $. 12, que toutes les re- 
presentations appartenant a la meme valeur de lexpression YD (mod. m). 
a laquelle appartient la representation partieuliere dont il s’agit, sont don- 
nees par ces deux e@quations: 


z = uat—(ba+fceyu y=yl+laa+by)u, 
ou il faut substituer toutes les solutions de lequation ?—DwW—1. Les 
equations precedentes, etant resp. multipliees par a et 5+yD, et ensuite 
ajoutees, donnent ce resultat {res-simple 


awx+(b+VDy = (au+(b+VDy)(+uyYD), 
qui au moyen de l'equation (2) du $. 14. se change en 
ar +(b+VD)y = +(aa+b+VD)Y(T+UYD). 

Soit pour abreger, N(au+(dö+vVD)y)=4, et comme dans le $. 
cite, NT+UYD) = o>1. UÜela pose, si lon prend les normes des 
deux membres de l’equation precedente, on en conclura: 

N(ax+(b+yYD)y) = Ar", 
ou il importe de remarquer que chaque valeur de N(ax-+{(b+yYD)y), 
donnee par cette derniere Equalion, se presentera deux fois dans la totalite 
des representations que nous considerons et que pour abreger, nous nom- 
merons desormais un groupe de representations, comme cela resulte evi- 
demment du double signe contenu dans l’Equation pr&cedente, et que le 
passage des nombres a leurs normes a fait disparaitre. Observons encore 
que, si % designe une constante positive arbitrairement choisie, lentier 


reel r2 qui doit croitre depuis — » jusqu’a &, obtiendra evidemment une 
valeur et n’en obtiendra qu’une seule qui satisfasse aA la double condition 
k<Ac"<ke. 


On conelut de la que dans tout groupe de representations, ou en d’autres 
termes, que parmi toutes les representalions qui apparliennent a une meme 
valeur de l’expression „yD (mod. m), il en existe toujours deux et quil 
n’en existe que deux pour lesquelles on ait 


k<N(ae+(b+vD)y)<ke; 
et il est d’ailleurs manifeste qui les deux representations partieulieres dont 
il sagit et qui varient avec la coustante %, sont toujours telles que, l'une 
etant exprimee par les formules: e=r, y=s, lautre le sera par celles- 
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ci: =—r, y=—s. Le resultat que nous venons d’obtenir, va nous 
fournir un moyen {res-simple de decider 1° si un entier donne m peut 
etre represente par une forme egalement donnee (a, db, ce), ou non, et 2° 
d’assigner dans le premier de ces deux cas, toutes les representations dont 
m est susceptible au moyen de la forme dont il s’agit. On voit d’abord 
que la question proposee revient a examiner si l'on peut satisfaire a ces 
deux conditions simultanees 
(1) aa +rlbay+cey m, 

(2) k<N(ax+(b+yD)y)<ke, 
par des entiers © el y premiers entre eux. Si cela n’est pas possible, on 
sera assure que m nest pas susceptible d’etre represente par la forme 
donnee. Dans le cas contraire, on trouvera une ou plusieurs doubles re- 
presentations tells wer=+tr, y=+s3; 2 =+4r,y=+Ss'; ete., qui 
appartiendront a autant de groupes distinets, et l’on obtiendra toutes les 
representations cherchees, si dans les deux e&quations rappelees au commen- 
cement de ce $., on pose successivement a =r, y=s; a=r, y=s'; etc. 

Reduite a ce point, la question ne presente plus aucune diffieulte, 
car il est facile de se convaincre, que, pour que les entiers x et y puis- 
sent satisfaire aux conditions simultanees (1) et (2), leurs norımes doivent 
etre comprises entre certaines limites faciles a assigner, de sorte que 
l’examen quil s’agit de faire, ne doit porter que sur un nombre limite de 
combinaisons 2, y. En effet, si apres avoir multiplie par a l’equation (1), 
on prend les normes de ses deux membres, il viendra 
N(ar+(b+yD)y) Nax-+(b—yD)y) = N(am). 

Cette equation etaut comparee avec la double inegalite 2), on en con- 
elura celle-ci 

um) < N(ax+ d—-vDy<u®, 
et par suite en ajoufant oefte derniere et Vinegalite (2), 


k+ 7) <2Nlax +by)+2NyYD)Ny)<ko + em. 


Il est facile de voir que les entiers zety, eta plus forte raison les entiers x 
et y, premiers entre eux qui satisfont a cette double inegalite qui est une con- 
sequence necessaire des deux conditions(1) et (2), ne presentent qu’un nombre 
limite de combinaisons faciles a former, et l'on pourra done toujours deeider 
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si parmi ces entiers simultanes il en existe qui remplissent les deux con- 
ditions dont il s’agit, ce que nous nous etions propose de faire voir. 

La condition (2) qui, etant jointe a Fequation (1), a pour effet de 
reduire chaque groupe de representations de l’entier »» par la forme (a, b, ec), 
a deux representations particulieres quelle separe ainsi de toutes les autres, 
prend une forme remarquable lorsqu’ou fait un choix convenable de la con- 
stante arbitraire k quelle contient. Soit k = N(yam). La condition 
dont nous parlons, deviendra ainsi 

N(yam) < Nar+(b+vVDy)<ceN(yam). 
Observons que, comme il ne s’agit que de quantites positives, cette double 
inegalite est tout-a-fail equivalente a celle-ci, 

Nam) <(Nlax+(b+yD)y)” <o’N(am), 
qui a son tour peut @tre remplacee par celle qu’on en deduit en divisant 
par N(ax-+(6+yD)y), et en observant qu’on a 

N(am) = N(ax +(b+yD)y) N(ax+(b—vD)y). 

On trouve ainsi 
(3) N(ax +(b—y D)y) <N(ar+(b+YD)y)<o’N(ar+(b—-yD)y). 

Cest sous cette derniere forme que nous emploierons dorenavant 
la condition qui sert a reduire tout groupe de representalions a deux de 


ses lermes. 


ll. Quant aux deux questions que nous nous Elions proposees sur 
l'’equivalence des formes, comme celle d’eutre elles, qui a pour objet de de- 
duire toutes les transformations d’une forme eu une autre equivalente, d’une 
premiere fransformation supposee donnee, s’est trouvee dependre de l’equa- 
tion 2 —Du’ = 1, dont nous avons donue la solution generale, nous 
navons plus a traiter que la premiere des questions enoncdes au commen- 
cement du $. 11. Il s’agit done de faire voir comment, &tant donnees deux 
formes (a,d,c) et (a‘,d’,c’), ayaut uu determinant commun D, on peut 
decider si ces formes sont Equivaleutes ou non, et obtenir dans le premier 
de ces deux cas, une des substitutions au moyen desquelles la premiere 
se chauge dans la seconde. Pour resoudre cette question, on se rappel- 
lera que, d’apres ce qu’on a demontre dans le $. 12, tout revient & voir 
sil existe des representations de l’entier«‘ par la forme (a,b, c), qui ap- 
partiennent a la valeur d’ de lexpression YD (mod. «'). Si l’on trouve 
quil n’y a aucune representation pour laquelle la condition euoncee seit 
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satisfaite, on sera assure que les deux formes ne sont pas equivalentes; 
dans le cas contraire, Tune quelconque des representations obtenues don- 
nera sur le champ la transformation cherchee. La question proposee se 
trouvant ainsi reduite a celle dont nous avons donne la solution dans le 
n° precedent de ce $., doit elle-m&me £tre consideree comme resolue. 


III. Avant d’en venir a la question qui forme le principal sujet de 
ce Memoire, nous avons encore a indiquer, comment, etant donnee une 
forme ax’ +2bxy+cy’ du determinant D, on peut assigner d’une ma- 
niere generale les valeurs simultanees x et y, pour lesquelles la valeur 
de lexpression precedente soit impaire et premiere a D, ou plus simplement, 
soit premiere a (1+2)D= 4. Comme, en posaut r=d4, y=Yy, (mod. 4), 
ou & et y peuvent @ire choisis dans un systeme de residus relatif au mo- 
dule 4, lon a 

ax +?2brey+cy’ = au +2bay+cy” (mod. 4), 

on voit que la question proposee se reduit a examiner pour lesquelles des 
combinaisons &, ‘y, ou plutöt pour combien de ces combinaisons, car c'est 
uniquement leur nombre quil nous importe de connaitre, le second membre 
est premier a 4. Jobserve maintenant que sans nuire en rien & la gene- 
ralit& de la question, il est permis de considerer le co6fficient « comme 
premier a 4. En eflet, comme la forme donnee est supposee de premiere 
espece, on peut loujours, si elle ne satisfait pas a la condition Enoneee, la 
transformer en une autre oü ceite derniere se trouve remplie; et l’on prouve 
facilement que relativement a la nouvelle forme, le nombre des combinai- 
sons dont il sagit, est Je me&me que pour la forme donnee. Le raisonne- 
ment par lequel cette derniere asserlion peut @ire justifiee, etant tres- 
simple et d’ailleurs entierement semblable a celui dont nous avons deja 
fait usage dans la question analogue, relative aux entiers reels, nous nous 
dispenserons de le repeter ici. (R. s. d. a. etc. $.5.) 

Cela pose, il est evident que, pour que l’expression au’ + ?bay-+ cry’ 
soit premiere a = (1+:)D, il faut et il suffit qu'il en soit de meme 
du produit 


aaa +2baytey) = (aa+by”’—Dy. 
Distinguons maintenant le cas ou D est impair et celui ou D est divisible 
par 1 +. Dans le premier de ces deux cas, il faudra, si y est divisible 
par I1+2, que au +Ödy soit premier a 4, et, si y est impair, que aa+by 
soit divisible par 1 +2 et premier a D. Or, comme, y ayant une valeur 
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determinee, lexpression au +5 y, dans laquelle « est le terme general d’un 
systeme de r&esidus pour le module 4, represente elle- meme un semblable 
systeme ($.5, 111.), il sagira de determiner combien dans un systeme de 
residus pour le module 4, il-existe de termes premiers a 4 ou de termes 
premiers aD et en outre divisibles par 1-2, selon que y sera ou ne sera 
pas divisible par 1+2. Le premier de ces deux nombres est %(4); pour 
obtenir le second, on se rappellera que, si l’on Jdivise par 1-++i, ceux des 
termes du systeme en question, qui renfermenut le facteur I-+i, les quo- 
tients formeront un systeme de residus pour le module D ($.5, 1.), d’oü 
on conclut que le nombre que nous avons a determiner, est exprime par 
%(D). Jajoute que cette derniere expression peut @tre remplacee par L(.1), 
puisque, D et 1 +2 Etant premiers entre eux, on a ($5, V.), VI) = 
Yv(1+:)D) = Y(1+i)Y(D) = Y(D) Ayant ainsi reconnu qua toute 
valeur determinee Y il repond un nombre W(4) de valeurs &, qui satisfont 
aux conditions exigees, et sachant d’un autre cöte que y est susceptible 
d’un nombre de valeurs, exprime par N(41), on en conclura que les com- 
binaisons «, y, qui rendent au +2 bay c'y’ premier a /, sont au nombre 
de N(A)W (4). 

Le cas ou D est suppose divisible par 1+:, donne le meme re- 
sultat. En eflfet, comme le terme Dy’ est dans ce cas divisible par 1-+, 
tout se reduit A faire en sorte que «ut dy soit premier a I, et l’on voit 
facilement que les valeurs & qui, repondant a une valeur determinee y, 
satisfont a cetie condition, sont toujours au nombre de Y(J), d’ou Fon 
conclut que celui des combinaisons dont il s’agit, est egal a N(A)L(4), 
comme dans le premier cas. 


On voit ainsi que les valeurs simultanees de z et de y, qui, etant 
substituees dans l'expression ar’ +?2bxy-+ey’, la rendent premiere ä 
(1+:)D = 4, peuvent toujours &tre distribuees en systemes de la forme, 

z = dv+u, y=Jdw+Y, 


ou © et w sont des entiers indetermines, et « et y des entiers determines ; 
et que le nombre de ces systemes est toujours exprime par N(A)L(4). 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 4. 46 
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Classification des formes et theor&mes qui s’y rapportent. 


$. 16. 


La classification dont il sagit, consiste a rapporter deux quelcon- 
ques des formes qui ont un determinant commun D, a la m&me classe ou a 
des classes distinctes, suivant que ces formes sont @quivalentes ou non. 
Nous demontrerons d’abord que les classes ainsi definies sont toujours en 
nombre limite, quel que soit le determinant donne. C’est &_quoi nous par- 
viendrons, en faisant voir que dans chaque classe il existe au moins une forme 
(a, db, c), telle qu’on ait a la fois 4IN(a)>N(b), N(a)<N(e), et en 
prouvant ensuite que les formes de cette nature, qu’on appelle des formes 
reduites, sont toujours en nombre fin. Pour etablir le premier de ces 
deux points, il s’agira de montrer qu’une forme quelconque (a, b, a’) peut 
(oujours se transformer en une forme reduite Equivalente. Considerons & 


. . &, . ’ .,. 
cet eflet la substitution ( N; ou nous navons que cette seule condition 


> 


waö—PBy=1, et observons que cette derniere sera satisfaite, si, Ö restant 
quelconque, nous supposons =0, B=1, y=—.1. Au moyen de la 
substitution ainsi particularisee, la forme (a, 5b, a’) se changera en une autre 
telle que («‘, db’, a‘), ou lon aura ’ = —b—a‘d. D’apres ce nous avons 
remarque au commencement du $. 2, nous pouvons toujours disposer de 
l'indeterminee d de maniere a ce que l’on ait 4N(«)>N(b‘). La nou- 
velle forme («', b’, a’) satisfaisant alors a la premiere des deux conditions 
qui definissent les formes reduites, si lon a en outre N(a’) <N(a‘‘), cette 
forme aura toutes les proprietes requises; si non, on en deduira par le 
meme procede une troisieme forme telle que (a‘‘, 5b’, a‘), ou l’on aura 
ıN(a') > N(b), et qui par consequent sera une forme reduite si l’on a 
en outre N (a‘') < N (a‘'). 11 est manifeste que, si lon continue a operer 
(oujours de la m@eme maniere, on finira necessairement par tomber sur 


une forme reduite Eqnivalente Aa la proposee; car pour qu'il en füt autre- 
ment, il faudrait que la suite N(a‘) > N(a‘) > N(a‘) > etc. püt £tre 
indefiniment prolongee, ce qui evidemment est impossible, les entiers a‘, 
a’, a’, .... elant tous differents de zero, si, comme on le suppose tou- 
jours, D) west pas un quarre. Le premier point se trouvant ainsi etabli, 
il nous reste & faire voir que les formes reduites (a, 5, c) qui ont un de- 
terminaut donne D, sont en nombre limite et peuvent toujours Eire assiguees 
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facilement. Les deux conditions 4N(a)> N(b), N(a) <N(e), donnent 
d’abord N(ac) >4N(b), et par suite yN(ac)>2N(b) Si diun auire 
cöte, on applique a lequation «ce = b’— D, le theoreme deja employe dans 
le 8.13, on en conelura YN(ac)<yN(b’)+VN(—D), ou ce qui re- 
vient au meme, YyN(ac)<N(d)+YN(D), inegalite quil suffit de com- 
parer & celle deja obtenue, pour voir quon a N(b) <YN(D) Comme 
N(b) et par consequent aussi 5 n'est ainsi susceptible que d’un nombre 
limit& de valeurs faciles a assigner, pour obtenir toutes les formes reduites 
du determinant D, il suffira de decomposer chacune des valeurs correspon- 
dantes de 5°’ — D, de toutes les manieres possibles en deux facteurs « et e, 
en supposant N (a) <N(c), et de ne conserver que celles des combinai- 
sons a, b, c, pour lesquelles on a 4N(a)Z N (b) °). 

Ayant ainsi obtenu toutes les formes reduites (a, b, c) qui repondent 
a un determinant donne, si, comme nous le supposons, on n’a en vue que les 
formes qui appartiennent a la premiere espece, il ne restera plus-qu’a eflacer 
celles des formes trouvees, pour lesquelles a, d, c ou a, ?5, c auraient 
un diviseur commun. 

Il s’agit maintenant de faire V’enumeration complete des classes qui 
repondent au determinant D, en choisissant dans chacune de ces classes 
une quelconque des formes dont elle se compose. Des formes choisies 
d’apres cette regle, constitueront ce que nous appellerons un systeme com- 
plet de formes non-equivalentes ou plus simplement, un systeme de formes 
pour le determinant dont il sagitl. Un tel systeme jouira evidemment de 
la double propriete de presenter une forme et de nen presenter qu'une 
seule qui soit equivalente a une forme quelconque, pourvu que cette der- 
niere ait lentier D pour determinant et soit d’ailleurs de premiere espece. 
Pour construire un sysieme de cette nature, on peut se servir des formes 
reduites que nous avons appris a determiner dans ce qui precede. En eflet, 
comme parmi les formes reduites il s’en trouve toujours au moins une, qui 
appartienne a une classe arbitrairement choisie; tout reviendra a eliminer 
les formes surabondantes. Apres avoir range a cet eflet les formes re- 





#) On voit que la methode dont nous venons de faire usage pour obtenir les 
formes reduites, est entierement analogue a celle qui sert pour le m&eme objet dans la 
theorie des entiers reels. Nous ajouterons que la possibilite d’appliquer cette derniere 
aux entiers complexes, avait d@ja et remarquee par Mr Jacobi. Tome XIX, page 214 
de ce Journal. 
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duites dans un ordre queleonque, on commencera par comparer la premiere 
d’entre elles a chacune des suivantes et l’on effacera toutes celles de ces 
dernieres, que l’on reconnaitra lui €tre equivalentes. Cela fait, on compa- 
rera la seconde des formes que cette premiere operation aura laissees sub- 
sister, a chacune des suivantes pour effacer encore les formes qu'on trou- 
vera lui etre @quivalentes, et ainsi de suite. 

Le procede que nous venons diindiquer, suffit pour assigner le 
nombre des classes, ou ce qui revient au m&me, celui des termes composant 
un systeme de formes pour un determinant quelconque, lorsque ce dernier 
est numeriquement donne. Mais tel n’est pas l’objet principal que nous nous 
sommes propose dans ce Memoire, et qui consiste plutöt a decouvrir la 
loi generale par laquelle le nombre des classes se trouve lie au determi- 
nant auquel ces classes se rapportent. Pour resoudre cette derniere 
question, il faut penetrer plus avant dans la nature de ce que nous avons 
nomme un systeme de formes, et se rendre compte des rapports qui existent 
entre un tel assemblage et la totalite des entiers que ces formes peuvent 


servir a representer. 


$. 17. 
Soit 
(1) ar +rbay+cey, de+rboy+ecy, .... 
un systeme de formes (de premiere espece) pour le determinant D, et pro- 
posons-nous de rechercher sous quelles conditions un entier m que nous 
supposerons impair et premier a D, ou reunissant ces denx conditions en 
une seule, que nous supposerons premier a d=(1+2)D, peut Etre re- 
present par une ou par plusieurs de ces formes, ei de determiner, lorsque 
de telles representations existent, le nombre des groupes dans lesquels leur 
totalite se distribue. IM est bien entendu que, comme dans ce qui precede, 
il n'est toujours question que de representations pour lesquelles les inde- 
tefminees x et y soient premieres entre elles. Diapres le $.12, ilya 
une premiere condition a remplir, consistant en ce que D doit Etre residu 
quadratique a l’egard de m, et il resulte d’un autre cöte du $.9, que, pour 
qu’elle soit satisfaite, il faut et il suffit que pour chacun des diviseurs simples 


f de »n, on ait 


(2) [7] u. 1. 
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Ces eonditions particulieres etant supposees remplies, si l’on designe par u 
le nombre des facteurs simples primaires inegaux que l’entier m contient, 
la congruence z’== D (mod. m), aura ?“ racines et il s’agira de chercher 
quels sont les groupes de representations qui puissent repondre ä ces di- 
verses racines. Soit / une quelconque de ces racines, et proposons - nous 
de determiner les representations qui y appartiennent. D’apres ce qui a 
ete demontre dans le $.12, nous avons A examiner si parmi les formes 


BEN 


(1) il y en une qui soit equivalente a celle-ci (m, i, . Observons 


d’abord que les co@fficients de cette derniere sont evidemment sans diviseur 
commun, puisqu’un tel diviseur diviserait aussi le determinant D, ce qui 
serait contraire a Ibypothese admise d’apres laquelle »n» est premier a D. 
Comme diun autre cöte, »n est suppose impair, on voit que la forme prece- 
dente appartient a la premiere espece, d’ou il suit que-la forme dont il 
sagit, a son Equivalente dans le systeme (1). Hl resulie de la et du $. 
deja cite, quiil existe toujours un groupe de representation appartenant a une 
racine determinee /, et qu'il n’en existe qu’un seul, d’ou l’on conclut que les 
representations dont l'entier m est susceptible au moyen des expressions (1), 
forment toujours un nombre de groupes distinets, egal a la puissance 2. 
Nous pouvons maintenant reduire chacun des groupes dont il s’agil, 
a deux representation individuelles, si dans chacune des formes (1), nous 
limitons les indeterminees z et y, au moyen de la condition d’inegalite deja 
donnee dans le $. 15, cette condition Etant pour la premiere des expressions (1). 


(3) N(ax+(b—yD)y)<N(ar+(b+vVD)y)<o’N(ar+ (b—yD)y) 


et se deduisant pour les autres de celle que nous venons d’ecrire, en y 
accentuant les lettres @, b, c. es conditions etant jointes aux formes (1), 
on voit que le nombre des representations dont m est susceptible au moyen 
des formes dont il sjagit, sera fini et exprime par +". 

Au moyen du resultat que nous venons d’obtenir, il est facile de 
former l’equation generale que nous allons ecrire: 


(4) ZUtrFlm) = 
ZFlae’+2dbay+cey’)+ZFla 2? +2bVoy+ey’)+ etc. 
La sommation indiquee dans le premier membre est supposee embrasser la 
totalit@ des eutiers == premiers a 4, dont tous les diviseurs simples f satis- 
font a la condition (2), w designant pour chacun de ces entiers m, le 
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nombre de ses facteurs simples primaires inegaux. Quant aux sommes con- 
tenues dans le second membre, elles sont en m&me nombre que les formes 
(1), et repondent chacune a lune des formes en question. Dans chacune 
de ces sommes le sigue 3 doit s’etendre a tous les syst@mes de valeurs 
simultauces z et y, qui remplissent la triple condition de n’avoir pas de 
diviseur commun, de donner a la forme oü elles sont substituees, une va- 
leur premiere a 4, et enfin de satisfaire a la double inegalite (3), lorsqu’il 
s’agit de la premiere somme et a des inegalites de m&me forme pour chacune 
des autres. La fonction designee par la caracteristique F est arbitraire et 
doit seulement ©tre choisie de maniere a ce que les series coutenues dans 
l'equation, soient convergentes et aient des sommes independantes de l'ordre 
de succession de leurs termes. La verite de l’equation ainsi formee est @vi- 
dente, et Jon voit que cette Equation n’est que la traduction de la double 
propriete remarquee plus haut et consistant en ce que d’une part, (out entier 
suppose premier a 4, pour eire susceptible d’etre represente par les for- 
mes (1), doit @tre compris parmi ceux que nous venons de designer par m, 
et en ce que diautre part, chacun de ces derniers admet en eflet 2“*' 
representations au moyen des expressions (1), si a chacune de ces ex- 
pressions lon suppose jointe une condition dinegalite comme celle (3). 
D’apres la maniere dont lequation precedente subsiste, il est manifeste quelle 
ne cessera pas d’avoir lieu, si l’on y remplace partout les entiers complexes 
qui se trouvent sous le signe F\, par leurs normes, de sorte qu’on aura aussi 


>> Jatl F (N m) pe 
SE(N(wa+2bry+eY)) + EF(Nwr+2bey + cy9)) + ete 


les signes sommatoires ayant (oujours la m£me signification. Particularisons 
la fonetion arbitraire contenue dans l’equation, et supposons que cette fonc- 
tion soit une puissance de lexposant — s, ou s est une quantite positive 
superieure ä Tunite. Il viendra ainsi en n’ecrivant, pour abreger, que le 
premier terme du second membre, 


Qu! 1 
IS —— = 2 NETT RE TTTLT eic. 

(Nm) (N(ax®+2bxy+cy:)) 
Comme d’apres la definition des entiers m, quatre nombre associes se {rou- 
vent evidemment toujours simultanement compris ou non parmi ces entiers 


m, on voit que nous pouvons considerer la sommation indiquee dans le 


premier membre, comme ne devant plus s’etendre quaux entiers m qui 
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satisfaisant aux conditions enoncees plus haut, soient en oufre primaires, 
c’est-a-dire tels qu’en posant m —=a+ß?, on ait «=1 (mod.4), P=0 
(mod. 2), pourvu qu’en m&me temps nous quadruplions le premier membre. 
On aura ainsi 


sy; 4222 


(N m)‘ verchch (Nax®+ 2bxy+cy?))’ 63 
L’entier =» etant primaire, on aura toujours d’une maniere unique ($$. 2 et 
3,V), m=f"f"...., les exposants A‘, A’, .... etant tous differents 
de zero, et f‘, f", .... designant des nombres premiers primaires inegaux, 
qui satisfont a la condition (2), et dont le nombre est exprime par g. 
Cela etant, il est facile de se convaincre qu’on a 


etc. 





1 
1+ — 
Yu Lac (N f}' 
(6) Zum N a u 
(N) 


le signe Il s’etendant a tous les nombres premiers impairs et primaires f, 
qui ne divisent pas le determinant D et remplissent la condition (2). 1 
suffit de developper le facteur general comme il suit: 





1 
da Ri Nfy "Ne T wf% 
(N f}' 


2 p 
lt m tm tag + ee 
et d’effectuer ensuite la multiplication, pour reconnaitre au moyen de la 
remarque que nous venons de faire, que l’equation precedente est en eflet 
exacte. Pour transformer ulterieurement le second membre de cette &equa- 
tion, soit g le terme general de la suite des nombres premiers impairs et 
primaires, a l’exclusion de ceux qui divisent D, et considerons le produit 


1 
N wer 


‚ BESSER TU 
(N g)‘ 
ou le signe de multiplication est suppose s’etendre a toutes les valeurs 
g que nous venons de definir. Comme l’on a 
1 | 1 1 1 








_ ı Htmtraatunt 
(Ng) 


et qu'on sait d’un autre cöte, que tout entier impair ei primaire n'est sus- 
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ceptible que d’une seule decomposition en facteurs simples egalement pri- 
maires, lon voit que le produit precedent equivaut a une serie d’une loi 
tres-simple, et que lon a 


1 1 

(N! 
le signe 3 se rapportant a tous les entiers impairs n, primaires et premiers 
a D. Si au lieu du produit precedent, l’on considere le suivant 


 BMERTENRS DCRSSEHR 
([? | | Rö | 


on reconnaitra que ce nouveau produit, traite de la meme maniere, se 


1 u 
transforme en une serie ayant pour terme general x Na’ ou le coefli- 


D1* hu Re 
cient x sera donne par la formule x = E ] [= ., si lon suppose 


UT les exposants etant Dositifs, ei 9‘, g',.... designant les 


nombres premiers inegaux g que l’entier n contient. Si maintenant l’on 
observe qu’en vertu de la troisieme des @quations (e) du $.8, l’expression 
x, peut eire remplacee par 
[2 
n 


Bl ei 
-2[,] m’ 


on aura l’equation 
"ie I] 


dans laquelle les signes Il et Z ont la meme signification que dans l’equa- 
tion (7). Uela pose, faisons le produit des Equations (7) et (8), et divisons 
ensuite ce produit par lequation (7), apres avoir remplace dans cette der- 
niere s par 2s. Le facteur general du premier membre de l’equation que 
on obtient ainsi, sera evidemment 


1 1 
I 
(N g)* It (Ngq)‘ 


(-ant-a) Pla 


Ce facteur presente deux cas differents selon que l’on a (7) =|, ou [27 
‘ 7 








= — 1. Dans le second il se reduit a Tunite et peut &tre omis, tandis 
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que pour le premier il prend la forme 


1 
er N q) 
I 
EB. 
(N 4, 
" D ’ 
Or, les nombres premiers y pour lesquels on a | = 1, coincidant avec 


ceux que nous avons precedemment designes par f, on voit que lequation 
quwil siagit de former, est: 





| [41 En 1 
RT >; - 
1] vr Ber 2.2] Ahr 
1 — Ki > We. | 
(N f)' 0. A n)“° 


Au moyen de ce resultat et de Tequation (6), lequation (5) peut 
prendre la forme: 
1 "D | l l 1 


 . 
(N n)‘ u 


> 
| i | eic. 
(A MH, ( N nr er { \ (aa? +2bxry+ey?)) " 


Sy 2» 


NH 


ou les signes sommatoires qui se rapportent a n, s’etendent a tous les 
entiers primaires et premiers a 1, tandis que ceux relatifs aux valeurs 
simultandces x et y, conservent la signification indiquce plus haut. Il est 
facile de se convaincre que les produits de series, contenus dans le second 
membre, sont susceptibles dune forme beaucoup plus simple quils prennent 
lorsque la multiplieation indiquee est eflectuee. Pour leur donner cette 
nouvelle forme, nous considererons partieulierement le premier de ces pro- 
duits, la m@me transformation s’appliquant a tous les autres. En faisant 
le produit des termes generaux des deux sommes quil siagit de multiplieı 
entre elles, on aura: 


(N.n?)(N(aax?+ 2 br} +cr:)” (Nax’?+ 2ba’y+ cy'?)) 
ou Von a pose, &=nz, y =ny. Voyons quelle est la nature des 


systemes x‘, y’, auxquels la nouvelle sommation doit se rapporter. Comme 
lon a nm(aa +2bay+cy) = ar” +rbry'+cy”, on voit d’abord, 
en ayant egard aux conditions que X, y, 2, sont supposes remplir, 1° que 
pour chacun des systemes en question, ae” +2bx’y-+cy” est premier 


a 4, et 2° que les entiers ©’, y’ satisfont a la double inegalite 


N (ax +(b—yD)y)<N(ar’+(b+yD)y') <o’N(ax’+(b— vD)y‘) 
de meme forme que celle (3), et qui resulte de cette derniere en multipliant 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 4. 47 
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par N (n). Il est facile de prouver reeiproquement, que tout systeme 2, Y', 
qui satisfait a ces deux conditions, est en eflet compris parmi ceux auxquels 
la nouvelle sommation doit s’etendre et ne s’y presente qu’une fois. est 
a quoi lon parvient, en assignant l’entier n et le systeme x, y, lun et 
lautre entierement determines, de la combinaison desquels le systeme donne 
x‘, y’ provient. Soit a cet eflet, 2 =nz, y —=nrz, ou n designe le plus 
grand diviseur commun primaire de x et y, qui sera completement deter- 
wine ainsi que les entiers z et y. Uela etant, il est Eevident que n est 
premier a ./, et l’on voit egalement sans Jifficulte que les entiers x et y, 
premiers entre eux, satlisfont aussi aux deux autres conditions auxquelles 
les systemes 2, y sont assujettis. Üela est manifeste pour celle de ces 
conditions, qui consiste en ce que ax’ +2bxy-+cy?” doit eire premier 
a ./, et pour prouver que la double inegalite (3) a pareillement lieu, il 
suffit de diviser par N(n), celle ecrite plus haut et a laquelle x’ et y‘ 
sont supposes satisfaire. 

Apres avoir ainsı reconnu la nature des systemes x’, y’, que la nou- 
velle sommation doit embrasser, nous pouvons supprimer les accents des inde- 
terminces z’ et y’. L’equation quil s’agissait de transformer, deviendra ainsi: 

l a l 1 
(9) 92 way‘ >| a Nn - (Maa?+2b0y+ ey?) r etc. 

ou la double sommation indiquee dans le premier terme du second membre 
est supposce selendre aux valeurs simultanees z et y, telles que a2’ + 
2baey-+tcy' soit premier a 4, et satisfaisant en outre a la condition (3). 
Quant aux autres termes, comme ils sont de meme nature que celui dont 
nous venons de parler et resultent de ce dernier, en accentuant les letires 
a, db, ce, nous continuerons a ne pas les Ecrire. Il s’agit maintenant de 
(trausformer Vequation que nous venons d’obtenir, de maniere a ce quelle 
exprime le nombre des formes non-equivalentes qui repondent au determi- 
nant D. Ce sera la loobjet du $. suivant. 


Expression du nombre des classes au moyen d’une suite 
infinie double. 


$. 18. 


Pour parvenir au but que nous avons en vue, nous aurons a eXa- 
miner ce que les differents termes de lequation (9) du $. precedent de- 
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viennent, lorsque la variable s que cette equation conlient, converge vers 
sa limite qui est lunite. 


I. Occupons-nous d’abord du second membre, en nous bornant 
toujours a considerer la premiere des sommes dont ce membre se com- 
pose. Comme independamment de la double condition d’inegalite ä laquelle 
z et y sont supposes satisfaire, ces indeterminces doivent tre telles que 
la valeur du irinome ao’ +2bxzy-+ ey’ soit premiere a 4, on conclut du 
8. 15, III, que les valeurs simultanees de x et y, que la sommation em- 
brasse, peuvent etre distribueces en systemes de la forme 

(1) z=4Ar+u, y=JwHty, 
ou ©, w; a, Y designent des entiers complexes, les deux premiers indeter- 
mines et les deux derniers determines, ei que le nombre de ces systemes 
est toujours N(4) (4). La somme dont il sagit se decompose ainsi en 
N(4) (4) sommes partielles, telles que la suivante 
” 1 

(?) 2 Nas FRbeyteri)y’ 
ou le signe sommatoire doit setendre a toutes les valeurs de x et y., 
donnees par les formules (1), et en outre telles que l'on ait | 
(3) N(ae +(b—yDy)<N(ar+(bö+VD)y<o’N(ar+(b—yD)y). 
Pour evaluer la somme partielle (2), soit x une variable positive, et pro- 
posons-nous de determiner leentier positif Z qui exprime combien de fois 
dans la somme dont il s’agit, expression Nax’+2bzy+ecy’) 


J 


obtient 
une valeur non-superieure a 2. Un sent que Z est une fonction discon- 
tinue tres-compliquee de la variable 2; mais il ne s’agira pas d’obtenir 
cette fonction avec une exactitude absolue, et il suffira de connaitre son 
expression -limite, c’est-a-dire une expression dont le rapport & Z con- 
verge vers lunite, lorsque la variable z devient infinie. D’apres ce qui 
preceede, lentier Z designe le nombre des combinaisons v, w, pour les- 
quelles on a outre la condition (3), celle que nous allons ecrire 


Nas®+2bay+cy’)<z, 
ou ce qui revient au m&me, celle-ci 
(4) Nüar+(b+VDy)N(ur+(—vVD)y) SN(a)z, 
z et y etant supposes remplaces dans les conditions (3) ei (4) par les 
expressions (1). 


47° 
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Observons maintenant que, comme il ne s’agit que d’obtenir le nombre 
des combinaisons », ww, qui satisfont aux inegalites precedentes, nous pou- 
vons remplacer les entiers ©, w, par d’autres indeterminees v’, w’, entieres 
ou non, mais tellement lices a v» et w, qu’a toute combinaison ©, w reponde 
une combinaison unique ©‘, ww’, et reciproquement. Soit pour abreger z — 


Fk ou < est suppose positif, il est facile de voir que nous remplirons la 


.,. ‚ ‚ . . r . s 12, 
condition Eenoncee, en posant les @quations lineaires v’ = (lv + 2); w'= 


2 (w En . )» en vertu desquelles, £ etant reel et v, w designant des entiers 
complexes indetermines, v’ et w‘ exprimeront lun et lautre des nombres 
complexes, dont les deux parties sont les termes generaux de progressions 
arithmetiques reelles, ayant la quantite £ pour raison commune. Au moyen 
de ces expressions les formules (1) que nous avons & substituer dans les 


u ’ Iv' Aw’ ’ \ 
conditions (3) et (4), deviennen =, y=;-. Si maintenant l’on 


effectue la substitution dont il s’agit, et que l’on multiplie ensuite les inega- 
C? 74 

A En 

NA) N (23) 


\N (av +(b—y D)w') < N(av’+(b+y D)w) <rN(av’+(b—y Dr‘), 


Inca ev’ +(b+yYD)w)N(av +(b-—-yD)w') “ N () j 


de sorte que le nombre Z quil s’agit de determiner, coincide maintenant 


avec celui des combinaisons v’, «w’, qui satisfont a ces dernieres inegalites, 


lites (3) et (4) resp. par il viendra simplement 


(5) 





/ 


dans lequelles »’ et ww’ ont la signification indiquee plus haut. I faut 
maintenant remplacer les nombres complexes, contenus dans ces inegalites, 
par leurs elements reels. Posons pour cela 
(6) Va chr', ww’ = y+y's, 
ou les quatre quantites reelles ©, x’, y, y’, sont les termes generaux d’au- 
tant de progressions arithmetiques, indefiniment prolongees dans les deux 
sens et dont la raison commune est (. Posons encore 
(7) a=atai, b=Pß+tpi, VD=i+tbi, 

&, &, By >... etant des constantes reelles, et soit enfin pour abreger, 

(8) ip ac—uar, qg Br—Py, r oy—d'y', 
ip =ar tar‘, dir, F "y+öy'. 


(7), les inegalites (5) prendront la 


| 
| 
| 


> 
\n 
| 


En substituant les expressions (6) 


forme 
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DH + Hr < pH Hr Hp + Hr) < 
PP FETT), 

/ 12 / I\? \2 / / \2 T a 
(prg+tri+tpP te tra + N ++ —r)SN (5). 
Il est maintenant facile de reconnaitre que lentier Z, lorsque la variable £ 
dont il est fonetion, devient infiniment petite, depend de lintegrale suivante 


(10) SYJJarz'öyoy — A, 


dans laquelle les differentielles dx, 0x’, Ey, Ey’ sont considerees comme 
positives, et qui est supposee setendre a toutes les valeurs des variables 


(9) 


x, x, y, y’, compatibles avee les conditions (9). En effet, si dans Finte- 
grale precedente !’on considere les quatre differentielles comme constantes et 
egales al, tous les elements de cette integrale auront la valeur commune <', 
de sorte que lintegrale sera egale au produit de <* par le nombre des com- 
binaisons 7, x’, y, y‘, qui satisfont aux conditions (9), et dans lesquelles les 
variables sont supposees croitre de la difference constante (. Or, ce dernier 
nombre etant preeisement Fentier Z, on aura pour une valeur infiniment 
petite de C, ZÜ* = A, et par sule Z= a ou ce qui revient au meme, 
ii) Zu As, 
3 etant suppose infini. Il est encore facile de s’assurer qu’en meme 
temps que le rapport des deux membres de cette derniere &quation tend 
vers la limite 1, leur difference croit moins rapidement quune puissance 
de 2, dont lexposant constant serait tant soil peu superieur a }, et gene- 
ralement a — ‚ sil sagissait dune integrale de l'ordre m *) Tout se 
reduit done maintenant a obtenir la valeur A de Tintegrale (10); pour y 
parvenir, on pourrait faire usage d’une substitution unique, mais le calcul 








*) Le prineipe dont nous faisons usage dans le texte, est evident et resulte im- 
mediatement de la notion m&me d’une integrale multiple, consideree comme une somme 
d’elements infiniments petits, lorsque, comme ıl arrive ici, les variables ne doivent 
pas obtenir des valeurs infinies dans les int@grations qu’ıl s’agit d’effectuer: mais il 
est bon d’ajouter que, si, lintegrale elle-meme restant toujours finie, cette derniere 
circonstance n’avait plus lieu, l’application du meme principe pourrait " eonduire a des 
resultats entierement erronnes, ce dont il est facile de voir la raison, et comme l’on 
peut d’ailleurs s’en assurer par des exemples, en considerant une integrale double ex- 
primant une aire finie, comprise entre une courbe et son asymptote. Quant a l’assertion 
que nous venons d’avancer et d’apres laquelle les variables x, x’, y, y’ ne sauraient 
etre infinies dans notre cas, elle resulte trop simplement des conditions (9), pour qulil 
soit necessaire de nous y arreter. 
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devient beaucoup plus simple, si on emploie plusieurs substitutions suc- 
cessives. Übservons que, comme l’ordre des integrations est arbitraire, 
nous pouvons considerer les integrations relatives a x et x’, comme devant 
etre eflectuees les premieres, et que rien ne s’oppose alors a ce que nous 
remplacions les variables x et x’ par de. nouvelles variables 4 et , liees 
aux premieres par des @quations qui contiennent y et y‘, pourvu que dans 
ces equations Von fraite y et y‘ comme des constantes. Posons done ?= 
+4 !=P+g4539 GP 


Si a ces deux &quations lon applique la formule connue qui sert & la trans- 


‚g‘ designant les expressions lineaires (8). 


formation des integrales doubles, on trouvera que le produit dxdx‘ devra 


1 " e 1 [2 " « . 
——, 0te0f! = —— otdt. En substituant cette der- 
a? + «'? N (a) 


niere expression dans lintegrale et les nouvelles variables dans les con- 


etre remplace par 


ditions (9), qui definissent l’etendue des integrations, on aura 


//jfe® !oyoy' = N(a)A, 
/ Re / a/\?2 f .\2 / ı\2 PR, \2 2 
tr’ + — r’<(t+tr + U+r) <elt— rn” Hl —r‘)), 
. .. er. + a 
Hr HH) AN HU) <N (4), 
ol nous avons supprime les signes d’egalite qui accompagnaient ceux diin- 
egalite et qui sont desormais inutiles, les conditions precedentes se rap- 
portant maintenant a des variables continues. Si en second lieu, ? et 
etant consideres comme constants, nous remplacons les variables y et y‘, a 
leur tour par de nouvelles variables r et r‘, lices a y et y’ par les deux 
dernieres des formules (8), lintegrale deviendra 


SJ/fetotörer = NlavD): 


les conditions qui en definissent letendue, etant toujours celles que nous 
venons d’eerire. Distribuons actuellement les quatre variables en ces deux 
groupes Z, r; Ü', r‘, et remplagons les resp. par ces deux nouveaux groupes 
x, x’; v, y', lies aux precedents par les @quations 

z=ti— rs ! =tYr y-t'-r, Y=!t+r', 


en vertu desquelles il faudra metire 30202‘, 20yöy’ resp. a la place de 


v 


oter, Et’ör‘. Lintegrale et les conditions qui s’y rapportent, se chan- 


///J°* oyca’oöy'= 4N(ayD)A, 


: 12 2 2m? 2\ 2 2 /m'? RL fa 
+ <er+Y"<eetr), (Hrn)eÜrrÜ)<N (#)- 


geront ainsi en 
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Remplacons maintenant les variables de chacun des groupes x, y; x, y' 


par des coordonnees polaires, en posant 

= p cosß, y=osind; x = (cos, y' = 1 sind‘, 
ou il importe de remarquer qu’independamment des conditions auxquelles 
les nouvelles variables doivent satisfaire en vertu des inegalites precedentes, 
il faudra regarder g comme positif et d comme etant compris entre les li- 
mites 0 et 27, pour qua une meme combinaison ©, y ne reponde pas 
plus d’une combinaison g, 9; et que ep’, 9° doivent ätre assujettis.a la meme 
limitation. Par lintroduction de ces nouvelles variables, il viendra 


/} [ [gu 06 00'888% = 4NlayD)A, FE <"<erg, er <N(t). 


Les conditions dinegalite ne contenant pas les variables 9 et 9, les inte- 
grations qui s’y rapportent, devront s’etendre depuis O jusqu’a 27; en ef- 
fectuant ces deux integrations et remplacant en outre 9, g” resp. par op, ', 
de sorte que ces nouvelles variables devront etre considerees comme po- 
sitives, on trouvera 


SJaeöe — 2 NiayD)A, e<e<eo, ee <N(H). 


Si maintenant, g elant regarde comme constant, nous remplagons go’ par 
une nouvelle variable v, determinee par Fequalion 0° = vp, et qui en vertu 
de ce qui precede, doit etre consideree comme positive, nous aurons d’abord 
ra 4 a7, 2 2 {a\1 
et par suite, en eflectuant lintegration relative a go, et qui doit s’etendre 
. 2 FREE . B y. 2 z da 1 
depuis  =0 jusqua "= N (-;) 


Fi BR“ = NayDA, 1<v<o,;, 


V 


d’ou Von coneclut enfin 
rn? logo 


ANGE YD 

Apres avoir ainsi determine le coefficient A, contenu dans l’equation (11), 
il sera facile de voir ce que la somme partielle (2) devient, lorsque l’ex- 
posant s converge vers l’unite, ou ce qui revient au m&me, lorsque la va- 
riable positive g, supposee lice a s par l’equation s=1-++-p, est consideree 
comme infiniment petite. En eflet, comme la fonction Z, qui exprime com- 
bien de fois dans la somme en question, expression N(a@’-+2bxzy-+tcy’) 


Am 
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obtient une valeur qui ne surpasse pas celle de z, est telle que les deux 


rapporis —_, TRUE Y designe une constante superieure a la frac- 


tion $, convergent le premier vers une limite egale a lunite, le second 
vers la limite zero, lorsque la variable z devient plus grande que toute 
grandeur donnee, on conclut sur le champ du lemme demontre dans le $. 1. 
du Memoire deja plusieurs fois cite, que pour une valeur infiniment petite 
de o, la somme (2) prend cette forme tres-simple 


A rt? logo 1 


o — INEYD'% " 
Uomme cette expression ne presente rien que soit parliculier a la somme 
partielle que nous avonus consideree, ni meme rien qui soit particulier a 
la somme totale dont cette somme partielle fait partie, puisqu’elle n'est 





fonetion que du seul determinant D, commun & toutes les formes quadra- 
tiques conlenues dans le second membre de l'equation (9) 8.17, lon voit 
quil suffit de la multiplier par le nombre A(+1)%(.1), qui est celui des 
sommes partielles contenues dans une meme somme totale, et par celui 
des formes qui constituent un systeme complet relativement au determinant )), 
pour en conelure la valeur du second membre de l’equation dont il s’agit, 
pour le cas ou lon y considere g comme infiniment petit. 11 viendra ainsi 
, a? v(A)logo 1 
Er 4N(47 D) m eo’ 
H designaut le nombre des classes qui repondent au determinant D. 
II. 11 sagit maintenant de considerer le premier membre de l'equa- 
tion eilee. Ce membre pouvant se melire sous la forıne 
AZ m X22I |, 
(Nn)’ n J(Nn)‘ 


*) Quoique les deux proprieies dont nous venons de faire usage, ressortent Fune 
et lautre avec evidence des considerations indiquces plus haut, ıl peut etre bon de 
faire remarquer que la premiere de ces proprietes sufüt a elle seule pour en tirer la 
conelusion que nous venons d’Enoncer. Ü'est ce qui resuite d’une remarque deja faite 
dans le Memoire precedent, et d’apres laquelle le lemme dont il s’agit, comporte plus 
detendue quil n’a Cte necessaire de lui donner & lendroit cite. N est en eflet facile 
de reconnaitre que la verite de ce lemme ne suppose qu'une seule condition, consistant 
en ce que la foncetion, designee par f(T) dans son Enonce, doit Etre telle que Yon ait. 
m) E 2 r m > ’ adsnene u i 9 

= c, lorsque ? obtient une valeur ınfinie. Pour s’en assurer, on n’aura qu’a 
apporter une modification assez legere et qui se presente facilement, a la demonstra- 
tion qui a et@ exposee dans le precedent Memoire. 














EIER 
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occupons-nous d’abord du premier de ces deux facteurs. Comme la somme 
dont il sagit, doit s’etendre a tous les entiers n, premiers a 4 et en outre 
primaires, ils est evident que nous pouvons faire abstraction de la derniere 
de ces deux conditions, pourvu qu’en m&eme temps nous omettions le fac- 
teur 4. Les valeurs que » doit recevoir, peuvent se distribuer en systemes 
de la forme a=Av+u,v et a designant des entiers complexes, le pre- 
mier indetermine, le second determine pour chaque systeme, et devant 
eire egale successivement a tous ceux des termes d’un systeme de resi- 
dus pour le module 4, qui n’ont pas de diviseur commun avec ce module. 
Considerons la somme partielle, repondant a un quelconque de ces termes, 
et qui est u CH 
(N (dv+ a))'te 

Pour en obtenir la valeur, soit z une variable positive et Z la fonction 
discontinue de cette variable, qui exprime le nombre des entiers v pour les- 
quels on a N(4v+u)<z. Sinous posons, pour abreger, z = Re ‚ C etaut 
positif, et que nous remplacions ® par une nouvelle indeterminee v' telle qu’on 


at v’ = &(e En =); linegalit& prec&dente se changera en N(v) < n x 


et Z designera alors le nombre des valeurs v’ qui satisfont a cette der- 
niere. Or, comme en posant v! = x+r':, x et 2’ seront Eevidemment les 
termes generaux de deux suites dont la premiere difference est constante 
et egale a Cl, on voit, comme plus haut, que pour une valeur infinie de z, 


on aua Z=Bz, B designant lintegrale WE 20, +2" < vor 


. .n ‚ a ‚ R yı/ 
Mais cette derniere etant evidemment egale A Na conclura du lemme 
deja employe dans le precedent n°, que la somme partielle que nous con- 
side ;e reduit simplement ä x = lors .. la variable po est su 
Sı erONS, se Teüu D | N(4) 0’ q p > N P- 
posee devenir moindre que toute grandeur donnee; d’ou il suit enfin 


’ 1 aw(4) 1 
(13) 42 u = Ne 
ie signe s’etendant, comme dans l'equation (9) du $. 18, & tous les eutiers 
n, premiers a 4 et en oufre primaires. 

Ill. Pour mettre enfin la seconde des deux sommes rappelees au 
commencement du n? precedent, sous la forme appropriee a notre but, il 
faut distinguer plusieurs cas differents que le determinant D peut presenter. 
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OÜbservons pour cela que, si nous reunissons en un seul quarre tous les 
facteurs doubles de D, nous pourrons toujours mettre cet entier sous la forme 
(4) D=x0V’, 

x ayant lune de ces quatre valeurs 

(15) zei, ya, wu Its, weit; 

et Q ou — Q designant un produit de facteurs simples impairs et primaires, 
ious inegaux, sans exclure le cas ou Fon aurait = +1, qui ne peut 
toutefois avoir lieu qu’autant qu’on na pas x=1, les determinants quar- 
res elant toujours exclus. Nous ajouterons que les entiers x, Q, V, 
sils doivent etre tels que nous venons de les definir, seront completement 
determines pour tout determinant donne, si ce n'est que Q et V? peuveut 
etre simultanement remplaces par — Q et (Vi)’. Cela pose, nous allons trans- 


former l'expression F4 au moyen des equations (e) et (f) du $.8 On 


a d’abord evidemment en vertu des equations citees, 
41 = 15] = 416] = El 


Pour transformer le facteur 1%]. il devient necessaire d’iintroduire expli- 


citement les deux entiers reels contenus dans n; posons done n=A-+v%, 
N et y eiant resp. des formes 4k+1, 2%k. Il viendra alors suivant les 
quatre cas deja distingues (15), et en ayant Egard aux deux premieres 


des equations (f) citees, 
Jun)? 


2-1, Bent. er, 


A4ri-1 + Art 


ar ioBD..; 


n 





Pour reunir ces qualre expressions en une seule formule, nous poserons 
o=+l,ce=+l, les signes ambigus etant choisis suivant les quatre cas 
que x peut presenter en vertu des @quations (15), comme il suit 
(16) del, sl; da —l sel; del el; 
I=—l, e = —1. 


Üette convention admise, nous aurons pour tous les cas 
u (A+r)2—1 





EELRELEE 


Au moyen de cette derniere expression et de celles deja obtenues, le fac- 
teur du premier membre de l’equation (9) ($.7.), qu'il s’agissait de trans- 
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forıner, prendra la forme 
D 1 IR an dena BER Su 1 bie Di DR EM, 1 
m 22] in = 2a Re 
‚kit =, (N nyıte ar f 9 Far) te 


IV. Si maintenant nous substituons les expressions (12), (13) ei 





(17) dans lequation citee, et que nous eflacions le facteur 1 et les autres 


d 


facteurs, communs aux deux membres, l’equation dont il s’agit, prendra la 
forme: 


8N(yD nn Ari 
ee 
logo Fr (A? + v2 )i+ 


Telle est la suite infinie double qui exprime le nombre des classes pou 
un determinant quelconque non-quarre D, et dans laquelle nous avons 
conserve la quantite infiniment petite go, qui ne doit @tre annuldce quapres 
que lon aura fix@ lordre dans lequel les termes de la double somme 
doivent se suivre, pour que cette somme soit en eflet la limite de celle qui 
repond A une valeur infiniment petite de la variable positive 0. La signi- 
fication des letires qui entrent dans l’equation, a ete fixee dans ce qui pre- 
cede, et on devra se rappeler que la double sommation doit s’etendre a 
tous les couples d’entiers reels 7 et v, respectivement des formes 4k +1. 
2!k, et tels que l'entier complexe correspondant X + vi soit premier a D 
Pour effectuer la double sommation, il faudra d’abord trausformer Ile 


»+vVi v . | 
facteur = au moyen de lequation (A) du $. 8, ei remplacer ensuite 


les nouveaux symboles ainsi introduits, par une suite finie de sinus ou de 
cosinus, en se servant pour cet objet des formules connues, dues a Mı 
Gaufs. Apres ces deux substitutions, Tune des deux sommations, pourra 
eire executee au moyen d’une suite trigonometrique, dont la somme a etc 
donnee par Euler, et la suite infinie double, reduite par-la a une seric 
simple, se decomposera alors en plusieurs series partielles qui rentrent dans 
celles par lesquelles Abel et Mr. Jacobi ont developpe les fonctions tri- 
zonometriques de lamplitude d’une fonction ellipüique de premiere espece. 


Mais si avec le secours des formules dont les illustres geometres que nous 

venons de eiter, ont enrichi Analyse, la sommation en elle-meme ne pre- 

sente pas de difficulie reelle et nexige que peu d’espace, il nen est pas 

de meme de la discussion a laquelle il faut soumettre Je resultat qui sien 

deduit, pour en recounaitre la veritable nature. Come le resultat dont il 

sagit. se (rouve dependre de la division en parties egales de la fonction 
48 * 
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elliptique complete de premiere espece, pour le cas oü le module a la 
valeur Y}, et ou le nombre de ces parties egales est un entier complexe; 
et que la theorie des equations algebriques qui se rapportent a une telle 
division, na ete quiebauchee jusqu’a present *): il sera necessaire d’entrer 
a cet egard dans de nouveaux developpements dont l’etendue excederait de 
heaucoup les bornes que nous avons dü imposer a cette premiere partie 
de notre travail. C’est pourquoi et comme nous en avons deja averti, 
nous reserverons ces details pour la seconde partie, et nous terminerons 
celle-ci par lexamen des deux cas particuliers, deja mentionnes dans le 
preambule du present Memoire. 


Examen de deux cas particuliers. 


$. 19. 


l,es deux cas quil siagit de considerer, sont ceux ou le determinant 
D est un entier reel ou le produit d’un tel entier par ©. Comme en vertu 
de lVequation (18) du $. precedent, le nombre des classes est evidemment 
meme pour deux determinants opposes, nous pourrons toujours conside- 


- 


le 
rer comme positif, Ventier dont il vient d’etre question. 

I. Soit en premier lien D un entier positif non-quarre, et soit 8° 
le plus grand quarre reel qui Jdivise D. Nous aurons alors lun de ces 
deux cas 

2) Du, Da IPB, 
P designant un produit de nombres premiers positifs, impairs et tous in- 
egaux, produit qui peut d’ailleurs se reduire a lunite dans le second des 
deux cas preceedents. Comme, en considerant P comme complexe, cet entier 
ou son oppose est primaire et n’a que des facteurs simples inegaux, il suffit 
de mettre la seconde des equations (1) sous la forme D=:P((1—:)S), 
pour reconnaitre que les equations (14), (15) et (16) du $. 18, qui se rap- 
portent a un determinant queleongue, donnent relativement au cas particulier 
qui nous occupe, O=P, e =1, = +1, ou il faut choisir le signe superieur 
ou le signe inferieur dans la derniere de ces equations, selon que D presente 
le premier ou le second des deux cas (1). En substituant ces valeurs dans 
’expression generale de H, et remplagant en meme temps 7 par sa valeur, 





*) Voir un Memoire d’Abel, insere dans ce Journal, Tome Ill, pag. 160. 
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25. Dirichlet, recherches sur les formes quadratiques. 367 


’ » » . . p} vi , . 
donnee par la formule (3) du $. 14, ainsi que a par l'expression 
equivalente, fournie par la premiere des @quations (g) du $. 8, il viendra 

8D Br u} NRIT 1 
2) H= en SE 
zz#log(t+uyD) P (A? + v2 )1te 
de sorte que la double somme ne contient plus lentier complexe A+v, 
mais seulement sa norme A’+v’. Hl est vrai que cet entier semble y 
enfrer encore implicitement par la condition, en veriu de laquelle A\+vi 
doit eire premier a D; mais ce dernier entier etant reel, on voit que la 


condition dont il sagit, revient a celle que D et A’+v” doivent ätre sans 





diviseur commun. 
I. Considerons en second lieu un determinant de la forme, D= Di, 
D' etant un entier positif quil faudra seulement supposer tel que 2D’ ne 
soit pas un quarre, sans quoi D serait lui-meme un quarre. Si nous de- 
signons par S” le plus grand quarre reel qui divise 2D‘, nous aurons 
"une ou lautre de ces deux equations, 
(3). 22 = PS, 22 = 2P8", 
dans lesquelles P’ est un produit de nombres premiers positifs, impairs et 
inegaux, et S’ etant pair dans la premiere de ces deux e@quations. Ües 
equations donnent respectivement celles-ci, 
D=P(h1+31S)%, D= Piss“. 
quil suffit de comparer aux &quations deja citees du $.18, pour voir que 
nous avons O=P', e=1,d= +1, le signe superieur ou le signe infe- 
rieur devant eire choisi, selon que 2D‘ presente le premier ou le second 
des deux cas (3). Au moyen de ces valeurs et par des transformations 
analogues a celles que nous avons operees dans le n° precedent, Ton 
trouvera 


(4) H= 


A?+r?i—1 


zo (5) En e 


sD' 
rz#log(r+uy2D‘) 








x, 7, v ayant la meme signification que dans l’equation (4) du $. 14, et 
la double sommation devaut s’etendre a tous les couples d’entiers reels 
A, v, resp. compris dans les formes 44+1, 2%, et tels que A’+v? soit 
premier a D‘. 

II. Nous allons maintenant faire voir que les sommes doubles (2) 
et (4) peuvent etre remplacees chacune par un produit de deux series 
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simples. La (ransformation qu'il s’agit d’effeetuer, n’est qu'une application 
(res-particuliere de certaines @quations generales dont nous avons eu A 
faire usage dans le pr&ecedent Memoire ($.6, V.); mais, pour mieux faire 
sentir le principe sur lequel cette transformation repose, il nous parait pre- 
ferable de la rattacher a un theoreme arithmetique tres-simple et susceptible 
d’une demonstration tout elementaire. Voici en quoi consiste ce theoreme: 

„m designaut un entier positif et impair doune, le nombre des so- 
„lutions de Fequation m = x°+Yy', dans laquelle x et y sont des entiers 
„reels indetermines, esi egal au quadruple exces du nombre des diviseurs 
„(positifs) de m, qui sont compris dans la forme 4% +1. sur celui de ces 
„diviseurs qui ont la forme 4% + 3." ’*) 

Comme les entiers z et y, qui satisfont a l’equation precedente, 
sont toujours lun pair, lautre impair, on voit que, si l’on considere l’un de 
ces entiers, le second par exemple, comme devant @tre pair, le nombre des 
solutions se reduira de moitie, et Fon voit egalement que, si Fon suppose 
en outre x, pris avec son signe, de la forme 4% +1, le nombre des solu- 
tions eprouvera une seconde reduction de möme etendue, ei deviendra sim- 
plement egal a lexces defini dans l’enonce, puisqu’a une meme valeur de y, 
repondent toujours deux valeurs opposees de x, qui sont lune de la 
forme 4k+1, lautre de celle-ei 4%-+3. Au moyen de ce resultat, il 
est facile de former lequation generale que nous allons Ecrire. 


n—1 
SF +y) = 3(—1)’ Finn‘), 

et dans laquelle la double sommation, indiquee dans le premier membre, doit 
setendre a tous les entiers positifs ou negatifs z et y, resp. compris dans 
les formes 44 +1, 2%, tandis que celle du second membre est supposee 
emhrasser tous les entiers impairs et positifs, n et n‘. D’apres la maniere 
dont cette equation subsiste, il est encore Evident quelle ne cessera pas 
d’avoir lieu, si aux conditions enoncees nous ajoutons celles que z’+y" 
soit premier a un entier reel donne K, et qu’il en soit de meme du pro- 
duit nn‘, ces nouvelles conditions nayant d’autre effet que de supprimer les 
in&mes termes de part et dautre. Ainsi restreintes, les indeterminees x 
et v auront Ja meme signification que celles designces par ‘\ et v dans les 
sommes (2) et (#4), en supposant respectivementt K=D, ou KR=D'. 


———— 


=) Vovez pour la demonstration de ce theoreme. du a Mr. Jacobi, le Tome Xi 
de ce Journal, pag. 167, ou le Memoire cite, 8.7. 
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Z0D» 


tandıs que n et n’ devront eire resp. supposes premiers a D ou aD‘. 
Cela pose, si dans les deux sommes (2) et (4) nous remplacons l'exposant 


ar Di 2? 2 2 2\2 __ i 
de ö, par le produit - ah dahe e ae. u en = a hen ‚ ce qui est 


permis, le facteur ajoute etant impair, il suffira de supposer la fonction ar- 
bitraire #'(z) de la forme, 


21 £ f 
) i (5) zi+o ’ 


pour conclure de fequation en question, que la somme double (2), est equi- 


valente a celle-ci 


n—l nn!)2—| 
ee en ‘ 1 
=/_n2 s ( n n) ER. ER 
2(—I1) ö P} (nn’yte ? 
ou le signe Z se rapporte a tous les entiers positils a et n’, impairs et 


premiers a D. Observons maintenant que, l’exposant de Ö etant toujours 


. . . A u n?—1 nt’ —1 
pair ou impair en m&me temps que le nombre —— +, 
( 


comme nous 
avons deja eu occasion de le remarquer dans le $. 8, nous pouvons le 
remplacer par ce dernier. Par cette substitution, le terme general de la 
somme precedente se changera en un produit de deux facteurs qui ne con- 
tiennent chacun qu'un seul des entiers n et n’, de sorte que la somme elle- 
meme prendra la forme d’un produit de deux series simples. On obtient ainsi 
et en substituant dans l'equation (2), celle que nous allons ecrire: 
8D —ln\i Tai 
N Er (5).2-0°7 9° 5): 
chacune des deux sommations indiquees s’etendant a tous les entiers po- 
sitifs n, impairs et premiers a D. Pour plus de simplicite, nous avons 
remplace n’ par n, ce qui est permis, ces deux lettres ayant la meme signi- 
fication et ne se trouvant plus maintenant melees dans une meme somma- 
tion, et nous avons en outre reduit a zero la variable infiniment petite 9; 
les sommes precedentes etant en eflet les limites de celles ou l’on aurait 
conserve la quantit g, pourvu que dans ces sommes l’on considere les 
entiers 2 comme formant une suite croissante, comme il est facile de sen 
assurer, et comme on l’a d’ailleurs prouve, en etablissant les resultats quiil 
sera necessaire de rappeler dans le n° suivant. L/equation (4) etant sou- 
mise aux m&mes transformatlions, se chaugera en celle-ci: 
ni nd —1 f 


n 
‘ 


4) H= -r ER (3) 3-18 (&)>- 


_———- 








nzlog(t+vy2D') 
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IV. I faut maintenant rappeler les resultats qui se rapportent aux 
formes quadratiques a co@fficients reels, pour les comparer A ceux que nous 
venons deetablir. C’est ce que nous allons faire, en choisissant les nota- 
tions de maniere a faciliter la comparaison dont il sagit. Dans le Memoire 
precedent ($. 6, equat. 23), on a demontre que relativement a un determi- 
nant positif non-quarre D, le nombre des classes que nous designerons 
par 4,, est donne par l'equation 


9/D a en 
(3) A ne I EEK (5) ü 
Dans cette equation la signification des letires 7, v, d, P ei n, est la mene 
que dans les equations precedentes (1). (2) et (2°), et la sommation a la 
meme eiendue que celles indiquees dans la derniere de ces equations. 
Quant a la lettre 6, elle designe lunite positive ou negative, selou que P 
est de la forme 44 +1 ou de celle-ci 4% +35. Si nous considerons eu 
second lieu le determinant oppose —D, et que nous denotions par 4, le 
nombre des classes qui y repondent, il resulte de l’equation (19) du &. 
deja eite, quon aura 
2yD mn 


6) ha 20-9 5° (5)-, 


ze P/ n 
la signification de toutes les lettres et letendue de la sommalion restant 
toujours les m&mes. Or, 5 etant toujours de la forme +1, lon voit que les 
deux series contenues dans les equations (5) et (6), coincident avec celles 
de l'equation (2‘), de sorte qu’en divisant cette derniere par le produit des 
deux autres (5) et (6), on trouvera ce resultat tres- simple 


HB= Zhh. 
Y 


L’autre cas qui est celui d’un determinant de la forme D’:, conduit A un 
resultat analogue; il suffit pour l’obtenir, de remplacer dans ce qui precede, 
les equations (5) et (6), par celles au moyen desquelles s’expriment les 
nombres 4, et A, des classes reelles qui repondent aux determinants 2 D’ 
et —?2D‘. Ou trouve alors 


TER 
% 


Nous avons done ces deux theoremes tr&s- remarquables. 
„D designant un entier positif non-quarre, soit H le nombre des 
classes daus lesquelles se distribuent les formes a coefficients complexes 





‘ 
} 
® 
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et au determinant D, soient encore Ah, et Ah, les nombres des elasses pour 
les formes a co@fficients reels, repondant respeclivement aux deux deter- 
minants D et — D; toutes ces formes etant supposees telles que les co@f- 
ficients extr&mes et le double coöfficient moyen ne presentent pas de divi- 
seur commun. Cela etant, Yon aura toujours H=?h,h,, ou H=h,h,. 
selon que lequation indeterminee ?— Du —= —1, admetira des solutions 
reelles ou non. 

„D designant un entier positif dont le double ne soit pas un quarre, 
si Yon suppose que les letires H, 4%, %,, en conservant une signification 
analogue a celle de l'enonce precedent, se rapportent maintenant aux 
determinants Di, 2D, —2D, on aura H=h,h,, ou ZH —=h,h,,. selon 
que l’equation P—2 Du = —1, admettra des solutions reelles ou non.” °*) 

Quoique les theoremes precedents ne contiennent aucun element qui 
ue soit relatif aux nombres entiers, il parait difficile de les etablir par des 
considerations purement arithmetiques, tandis que la methode mixte dont 
nous venons de faire usage, et qui est fondee en partie sur lemploi de 
quantites variant par degres insensibles, nous y a conduit de la maniere 
la plus naturelle et, pour ainsi dire, sans eflort. 





#*) On 'Suppose tacitement dans ces enonces, comme on le fait ordinairement, que 
pour un determinant negatif on n’admette que des formes reelles dont les coefficients 
extrömes soient positifs. $i on n’adoptait pas cet usage, le nombre A, aurait une 
valeur double de celle que nous Jui supposons, et les deux Enonces seraient A mo- 
difier en consequence 





Fautes a corriger dans ce Memoire. 


Page 284 ligne 20 etendues lisez etendus 





— 296 — 20 donc !. dont 
— 298  — 25 douce !. donc 
— 301 — 29 appelerons !. appellerons 
— 306 — 8 0oul,. au 
— -— —- BB Bdıaulam 
— 336 — 29 connues |. continues 
— 337 — 5 ces. ses 

— — 7%Carl.; car 
— 348 — 18 ce nous /!, ce que nous 

Fr 1 

— 3) — 1 - . —— 

. | Wo | (N q)* 
— 359 — 27 Infiniments !. infiniment 
— 362 — 9 que. qui 
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24. 


Theorie der Centralen. 
Vom Herm H. Grafsmann, Lehrer der Mathematik zu Stettin.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 21. im vorigen Heft. ) 





$. 6. Besondere Beziehungen, wenn der Pol im Unendlichen liegt. 


Unter den besonderen Fällen, welche daraus hervorgehen, dafs von den 
Puncten PSQ einer in unendlicher Entfernung liegt, oder zwei zusammen- 
fallen, zeichnen sich besonders drei Fälle als Quellen reichhaltiger Folge- 
rungen aus; nämlich, erstens, wenn der Pol P in eine unendliche Entfernung 
rückt; zweitens, wenn P mit einem der Puncte S, und dritiens, wenn einer 
der Puncte Q mit einem der Puncte S zusammenfäll. Wir behandeln in 
diesem Paragraph nur den ersten Fall, wenn P unendlich weit entfernt ist, 


während wir zugleich voraussetzen, dafs alle Puncte S,....S, in end- 
licher Entfernung liegen. Dann verwandelt sich die Gleichung 
(05 , 98)" u 
‚An 7 nz, 
welche die Puncte @ bestimmt, in die Gleichung 
(0S,....08,” = 0. 


Setzt man nämlich PS, = PS, + S,S,, so fällt S,S,, als endliches Stück, 
gegen das unendliche PS, weg; man kann also PS, und alle anderen 
Entfernungen PS, ..... PS, gleich PS, setzen, und erhält dann durch 
Multiplication mit (PS,)” die obige Gleiehung, durch welche die harmoni- 
schen Mitten ter Ordnung Q zwischen den in einer Geraden liegenden 
Puncten S,....S, in Bezug auf den unendlich entfernten Punct dieser 
Geraden, oder die Mitten mter Ordnung zwischen jenen Puncten schlechthin, 
bestimmt werden. Für den ersten Grad hat man O8, + 08;,+ .... +08. = 0; 
also ist Q dann das Centrum der mittleren Entfernungen, oder kurzweg, 
die Mitte zwischen den Puncten S,.... S,, oder der Schwerpunct der- 
selben, wenn alle gleich an Gewicht gedacht werden. Da nun die aus 
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einem unendlich entfernten Puncie gezogenen Geraden alle unter sich paral- 
lel sind, so läfst sich der allgemeine Satz für diesen Fall wie folgi 
aussprechen: 


„Züeht man durch eine Oberfläche eine bewegliche Gerade von 
constanter Richtung, welche die Oberfläche in den Puncten S,....S 
schneidet, und setzt in ihr einen Punct Q so, dafs die Summe sämmt- 
licher Producte zu m Factoren, welche sich aus seinen Entfernungen 
von den un Durchschnittspuncten bilden lassen, gleich O ist, so ist der 
Ort dieses Punctes eine Obexfläche mter Ordnung. 


Wir nennen dieselbe die jener (constanten) Richtung zugehörige ınte 
Centrale der Oberfläche. Ist insbesondere der Punct Q die Mitte (s. oben) 
zwischen den n Durchschnittspuneten, so ist sein Ort eine Ebene, und in Be- 
zug auf Curven eine Gerade. Diese Ebene ist die jener Richtung zugehörige 
Durchmesser- Ebene der Oberfläche; die Gerade ist der ihr zugehörige 
Durchmesser der Curve. Beide sind also nichts anders, als die jener Rich- 
tung zugehörigen ersten Centralen der Oberfläche oder Curve. Um nun 
die Gleichung der zu einer Richtung gehörigen mten Gentrale aufzustellen. 
läfst sich nicht unmittelbar die in dem allgemeinen Satz angegebene Me- 
thode anwenden, indem der Axendurchschuitt, der dort immer in P ange- 
nommen wurde, nicht füglich in unendlicher Entfernung angenommen wer- 
den kann. Man kann zu dem Ende die eine der Richt-Axen, etwa die 
x Axe der gegebenen Richtung, für welche die Centrale gesucht wird, 
parallel annehmen, und nun einen zwiefachen Weg einschlagen. Entweder 
man wandelt zunächst die Gleichung der gegebenen Oberfläche nter Ord- 
nung so um, dafs der Axendurchschnitt nach dem unendlich entfernten 
Puncte der zAxe verlegt wird, dafs man dann nach dem allgemeinen 
Satze die Gleichung für die te Centrale dieses Punctes ableitet und 
dann wieder die so gefundene Gleichung so umwandelt, dafs der Axen- 
durchschnitt wieder nach dem ursprünglichen Puncte zurück versetzt wird: 
oder man entwickelt die Gleichung dieser Uentrale, ganz unabhängig von 
dem allgemeinen Satze, nach der Analogie des für den beweis dieses 
Satzes selbst angewandten Verfahrens. Da das erste Verfahren, welches 
auf eine blofse Anwendung allgemein bekannter analytischer Operationen 
hinausläuft, kein weiteres Interesse darbietet, so wählen wir das zweite: 


wodurch wir zugleich den Vortheil gewinnen, eine Reihe von Schlüssen im 
49 * 
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Zusammenhange verfolgen zu können, welche bei der Eintwickelung des 
allgemeinen Natzes nur sehr zerstreut und stückweise gegeben waren. 
Die Aufgabe ist hier diese. Es ist eine Oberfläche nter Ordnung 
und ein Axenkreuz gegeben: man ziehe mit der z-Axe desselben parallel 
eine bewegliche Gerade, welche die Oberfläche in den Puncten 8, .... 8, 
schneidet: es soll der Ort des durch die Gleichung 
[1] (08.....08,7=0 
bestimmten Punctes @ gesucht werden. 
Ks seien wieder ©, y, & die Richtstücke des Punetes IS und 
3’ die des Punctes 9. Die Gleichung der Oberfläche sei 
[N] Zip. y)=0, 
wo f,_, eine Function von (n—a)ten Grade bezeichnet. 
Der Durchschnitt der beweglichen Geraden mit der xy Eibene sei Z, 
so ist, da die Gerade mit der x Axe parallel ist, 
[ll] RO=er, Aes; yayı, = er. 
Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich zuerst, da 08, = 
OR+ RS, = RS — RO =2,—z’ ist, die Gleichung [1] in 
(z,—2) .... (2, —z')]" == (0. 


/ 


Dies nach Potenzen von 2° entwickelt, erhält man. wieder 


[.a] Z(—1) Mn—a)” (Zurre. zZ) — 0) 


\ \ 


Die Gleichung [11] aber verwandelt sich in 
[IV] Zef..(e,y) =. 

Die hieraus sich ergebenden Wurzelwerthe 2, .... 2, sind dann in die 
Gleichung [I. «.] zu substituiren. Es ist aber 
lz....2) = fa, y) 

s fo (a, y‘) 
Dies also in [IV ] substituirt und dann die Gleichung mit f(x’, y‘) mul- 
tiplieirt, ergiebt sich 

[V] Zu)" kasy)et =, 


als Ortsgleichung für Q. Also: 


„Die Gleichung für die einer Richtung zugehörige te Uentrale 
einer Oberfläche nter Ordnung findet man, wenn eine der Richt- Axen der 


*) Ueber die Ableitung dieser Formel vergleiche man $. 4. 
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gegebenen Richtung parallel angenommen wird, aus der Gleichung der ge- 
gebenen Oberfläche dadurch, dafs man den Exponenten des mit der ge- 
gebenen Richtung parallelen Richtstücks (3) überall um a— m verringert, 
und jedes Glied mit einer Combinationszahl multiplieirt, deren Elementen- 
zahl dem alten und dessen Classenzahl dem neuen Exponenten dieses 
Richtistückes gleich ist. 

Es ist klar, dafs hierbei jedes Glied, in welchem der anfängliche 
Exponent von x kleiner ist als (a— m), wegfällt, weil dann bei der Er- 
niedrigung um (an —ın) der neue Exponent von x, also auch die ihm 
gleiche Classenzahl, negativ, die Combinationszahl selbst also O0 wird. So- 
mit ist folglich die Gleichung der einer Richtung zugehörigen inten Centrale 
einer Oberfläche nur von den Gliedern der m + 1 höchsten Grade in der 
Gleichung dieser Oberfläche abhängig; z. B. die der ersten Centrale nur 
von den Gliedern der beiden höchsten Grade, d.h. des »ten und (n—l)ten. 
Daraus folgt, dafs, wenn die Gleichungen zweier Oberflächen in den Glie- 
dern der a +1 höchsten Grade übereinstimmen, dafs dann auch die zu den 
Richt- Axen gehörigen Centralen beider Oberflächen vom ersten bis zum nten 
Grade identisch sind. Da nun, wenn die Richt-Axen beliebig verändert 
werden, die neuen Richtstücke immer nur lineäre Funetionen der alten 
sind, und umgekehrt, also durch Substitution der neuen statt der alten in 
irgend einem Gliede der Grad dieses Gliedes nie erhöht werden kann: 
so folgt, dafs, wenn die Gleichungen zweier Oberflächen für irgend ein 
Axenkreuz in den Gliedern der »® + I höchsten Grade übereinstimmen, 
dieselbe Uebereinstimmung auch noch fortbestehen wird bei beliebiger Aen- 
derung der Lage des Axenkreuzes; dafs also dann auch die zu allen Rich- 
tungen gehörigen Centralen, von der ersten bis zur mten, in Bezug auf 
beide Oberflächen identisch sein werden. Wir nennen dann die beiden Ober- 
flächen concentral in (n—1)ten Grade, und zwar in Bezug auf alle un- 
endlich entfernten Puncte. Was den letzten Zusatz betrifft, so ist klar, 
dafs zwei Oberflächen auch concentral sein können in Bezug auf eine in 
endlicher Entfernung liegende Ebene, oder vielmehr auf alle Puncte der- 
selben; wovon man sich leieht überzeugt, wenn man zu den zwei in Be- 
zug auf die unendlich entfernten Puncte concentralen Oberflächen ein col- 
lineares System bildet, von der Art, dafs alle unendlich entfernten Puncte 
ins Endliche rücken; wobei sie bekanntlich eine Ebene bilden. Es werde 
jedoch, was jenen Zusatz betrifft, nach dem allgemeinen Princip unserer 
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Benennung festgesetzt, dafs, wenn zwei Oberflächen schlechtweg concentral 
heifsen, dies sich allemal auf die unendlich entfernten Puncte beziehen soll. 
Es läfst sich somit der Satz aufstellen: 

„Zwei Oberflächen sind concentral im mien Grade, wenn die Glie- 
der der m-+1 höchsten Grade in den Gleichungen beider Oberflächen 
ın Bezug auf ergend ein Axenkreuz übereinstimmen.” 


Es versteht sich von selbst, dafs diese concentrale Beziehung bis 
zum (n— I)ten Grade gehen kann; in welchem Fall sich beide Gleichun- 
gen nur durch das constante Glied unterscheiden. Wären sie im nten Grade 
concentral, so würden beide Oberflächen selbst identisch sein. 


Der Begriff von Gurven, welche im ersten Grade concentral sind, 
stimmt überein mit dem von Gurven, welche gleiche Asymptoten haben. 
In der That ist das System der » Asymptoten als dasjenige System von 
n Geraden anzusehen, welches der gegebenen Curve (im ersten Grade) 
concentral ist; wie sich sogleich daraus ergiebt, dals die Gleichung für das 
System der n Asymptoten mit der Gleichung der Curve selbst die Glieder 
der beiden höchsten Grade identisch hat. Doch ist hier wiederum der Be- 
griff allgemeiner; auch schon in sofern, als er sich auf Oberflächen ausdeh- 
nen läfst. Kür concentrale Oberflächen haben wir, um eine leichte An- 
wendung zu geben, die Relation, dafs, wenn irgend eine Gerade hindurch- 
sezogen wird, welche die eine in den Puncten «, .... a,, die andere in 
b,....b, schneidet, 


0a+0a...0a =0 = 0b, +00, +....+010, 
ist. wo @ die Mitte zwischen den rn Durchschnittspuncten bezeichnet, 
welche für beide Oberflächen identisch sein soll. Also dd 9b, — Oa =ab, 
ist. so hat man 
ab +9b, +... tab, =(., 
oder, in Worten ausgedrückt: 

„Zieht man durch zwei concentrale Überflächen (oder Curven) eine 
beliebige Gerade, so ist die Summe aller Abschnitte, deren Anfangspuncte 
auf der einen, und zwar dann stets auf derselben, und deren Endpuncte 
auf der andern liegen, wenn man diese Abschnitte so wählt, dafs jeder 
Durchschuittspunet einmal, aber auch nur einmal, vorkommt, gleich 0.’ 

Sind die Oberflächen in höheren Graden concentral, so finden, aufser 


dieser Beziehung, vermöge der Identität der harmonischen Mitten höherer 











as 5.50 cr Dept Zu re e 
ER EER EE er 
En RE RE Sn 7 TE 


ee 


Eee er a 


a ee 








24. Grafsmann, Theorie der Centralen. 377 


Ordnungen, noch andere Beziehungen statt, welche sich aber nicht mehr 
so einfach darstellen lassen. 


$- 7. Besondere Beziehungen für den Fall, wo der Pol, oder eine der harmonischen 
Mitten, in die Oberfläche fällt. 


Es falle zuerst der Pol P in die Oberfläche, also in einen der 
Puncte S,....8,, z.B. in S,.. Dann ist PS,= 0. Die Gleichung der 
harmonischen Mitte mter Ordnung Q ist 

ei - 05,1” _ 0. 
PS, ''"" PS, 
Mar multiplieire mit PS,, so erhält man 
ig n 
Se +HSlp pe) 9 
Ist nun PS, =0, so fällt der zweite Theil weg und man behält 
y ı m—l 
0... 
08, 05: 
PS, "DS, 
Puncte @ fällt zugleich in P oder in S,; die andern m — 1 Puncte Q sind 
harmonische Mitten (m —I)ter Ordnung zwischen den n — 1 übrigen 
Puncten in Bezug auf P*). Man hat also den Satz: 

„Nimmt man einen Punct in einer Oberfläche unter Ordnung als 
Pol an, so geht die zugehörige mie Centrale durch denselben Punct und 
hat die Eigenschaft, dafs, wenn man durch jenen Punct eine beliebige 
Gerade zieht, welche also die gegebene Oberfläche noch in n— |, die 
Centrale noch in m—1 Puncten schneidet, die m— I letzteren harıno- 
nische Mitten (m—1)ter Ordnung zwischen den n—1 ersteren in Bezug 
auf den Pol P sind.” 

Und umgekehrt 

„Wenn man von einem Punct einer Oberfläche (oder Curve) uter 
Ordnung beliebige Strahlen zieht und auf jeder derselben in Bezug auf 
jenen Punct die harmonischen Mitten mter Ordnung zwischen den n — | 
übrigen Durchschnittspuncten jenes Strahles nimmt, so liegen diese har- 


== Os 


" m—1 
also ist entweder OS, = 0, oder ( ) — (), d. h. einer der 


——— ———— isn 





*) Hieraus folgt zugleich, dafs, wenn r Puncte BIT $, zugleich mit P zu- 
sammenfallen, dann auch » Puncte O in denselben Punct fallen ‚ während die übrigen 
Puncte O harmonische Mitten (m — rjter Ordnung zwischen den » — r übrigen Puncten 
$ in Bezug auf denselben Pol P sind. 
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monischen Mitten auf emer Oberfläche (oder Curve) (m +1)ier Ordnung 
der (m+ I)ten Centrale der gegebenen Oberfläche (oder Curve) in Bezuy 
auf jenen Punct. 

Zieht man, um eine specielle Anwendung zu geben, von einem 
festen Punete einer Curve 3ter Ordnung einen beweglichen Strahl und 
bestimmt auf ihm zu den 3 Durchschnittspuncten desselben den vierten, 
jenem festen Punete zugeordneten harmonischen Punct, so liegt dieser jedes- 
mal auf einem und demselben festen Kegelschnitt. 

Noch ist zu bemerken, dafs, wenn man insbesondere von P eine 
Gerade zieht, welche die Oberfläche in diesem Puncte berührt, so dafs 
also zwei Puncte S, und SS, mit P zusammenfallen, dann auch zwei Puncie 
d in denselben Punct fallen müssen. Die Gerade berührt also dann zu- 
oleich die Centrale, und da dasselbe von allen au P gezogenen Tangenten 
eilt, so haben alle zu P gehörigen Centralen mit der gegebenen Oberfläche 
an diesem Punct eine gemeinschaftliche Tangential- Ebene, und diese Tan- 
zential-Ebene ist die erste Centrale in Bezug auf ihren Berührungspuncet PP. 
Eben so ist die erste Centrale einer Curve in Bezug auf einen Punct der- 
selben die Tangente an diesen Punct. 

Es falle zweitens einer der Puncte O, .... Q, in einen der Puncte 
IS, ....9,. z.B. in S,, so muls, 8, statt Q substituirt, noch der Gleichung 


2) =‘ 


venügen. Man hat also, da 8, S, = 0 ist. 


(As) ni Allee Ber == (: 

PS, PS, 

d.h. der Punet 8, mufs dann ein Centrum ter Ordnung zwischen deu 
n-— I übrigen Puncten sein, in Bezug auf denselben Pol P. 

Nun sind die Durchschnitte der ten Ceutrale mit der gegebe- 
nen Oberfläche solche Puncte, und zwar die einzigen, in welchen eine 
harmonische Mitte ter Ordnung mit einem Puucte S zusammenfällt. Also 
findet sich zuerst für die Curven, da sich zwei Curven, von denen die 


eine zuter, die andere nter Ordnung ist, in n.n: Puncten schneiden, nach- 
stehender Satz: 


„Durch eine Curve unter Ordnung lassen sich von einem Punct in 
der Ebene derselben n.m Gerade ziehen, welche die Beschaffenheit haben, 
dafs einer shrer Durchschnittspuncte mit der Curve die harmonische Mitte 
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mier Ordnung zwischen den (n—1) übrigen in Bezug auf den gegebenen 
Punct ist; und zwar bilden diese harmonischen Mitten die Durchschnitts- 
puncte der gegebenen Curve mit ihrer auf jenen Punct bezüglichen mten 
Centrale. 

Dieser Satz läfst sich wiederum für die erste Centrale und für die 
erste Polare (die (a—1)te Uentrale ) specialisiren. In Bezug auf jene 
würde er wie folgt lauten. 

„Durch eine Curve nter Ordnung lassen sich von einem Puucie P 
n Gerade von der Art ziehen, dafs einer ihrer Durchschnittspuncte mit deı 
Curve die harmonische Mitte (erster Ordnung) zwischen den übrigen in 
Bezug auf P ist, und diese Mitten liegen in einer geraden Linie. deı 
ersten Gentrale der Curve in Bezug auf P. 

„Namentlich lassen sich an eine Curve dritier Ordnung von einem 
Puncte P drei solche Strahlen ziehen, deren drei Durchschnittspuncte mit 
der Curve in Verbindung mit P vier harmonische Puncte bilden; und zwar 
liegen die jenem Puncte P zugeordneten harmonischen Puncte in einer 
geraden Linie, der Centrale u. s. w. 

Um den Satz auch für die (n—1)te Uentrale aussprechen zu können, 
ist nur zu bemerken, dals, wenn einer der Durchschnittspunete harmonische 
Mitte (n—1)ter Ordnung zwischen den a —1 übrigen Durchschnittspuneten 
sein soll, dies nichts anderes heifst, als dafs von diesen a — 1 Puncten 
noch einer in jenen ersten Punet fallen, dieser also Berührungspunet einer 
Tangente sein mufs *). Somit ergiebt sich also folgender Saiz : 

„Aus jedem Punct lassen sich an eine Curve nter Ordnung n/n —ı 


Tangenten ziehen, und zwar bilden die Berührungspuncte derselben die 


Durchschnitispuncte der gegebenen Curve mit ihrer auf jenen Punet be- 
züglichen ersten Polare. 

Für die Oberflächen würde der allgemeine Satz also lauten: 

„Wenn man aus einem Puncte P durch eine Oberfläche nter Ord- 
nung die sämmtlichen Geraden zieht, welche ın der Art möglich sind, 
dafs jedesmal eımer der Durchschnittspuncte harmonische Mitte mier Ord- 
nung zwischen den übrigen in Bezug auf P :st, so liegen diese Mitten 
zugleich in einer Oberfläche mter Ordnung, der mten Centrale der Ober- 





#) Weil nämlich die harmonischen Mitten ter Ordnung zwischen » Puncten mit 
diesen zusammenfallen. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIV, Heft 4. 30 
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fläche in Bezug auf P und bilden ulso die Durchschnittslinie der Ober- 
fläche mit ihrer mten Centrale. 

„Insbesondere liegen die Berührungspuncte der Tangenten, welche 
von einem Punct P an eine Oberfläche nter Ordnung gezogen sind, zu- 
gleich in einer Oberfläche (a—I)ter Ordnung, der ersten Polare der gegebe- 
nen Oberfläche in Bezug auf jenen Punct, und bilden also die Durchschnitts- 
linie der Oberfläche mit ihrer ersten zu jenem Puncte gehörigen Polare.” 

Nimmt man in Bezug auf zwei Puncte P und P’ die ersten Polaren 
einer Oberfläche niter Ordnung, so werden sich diese drei Oberflächen in 
n(n — 1)’ Puncten schneiden, und jeder dieser Puncte, aber auch kein an- 
derer, wird Berührungspunct einer von P und zugleich einer von P’ an 
die Oberfläche gezogenen Tangente, d.h. also auch einer durch die Gerade 
PP' an die Oberfläche gelegten Tangential-Ebene sein. Somit hat man 
folgenden Satz: 

„Durch eine Gerade lassen sich an eine Oberfläche nter Ordnung 
n.(n— 1)’ Tangential- Ebenen legen; und zwar bilden die Berührungs- 
puncte die Durchschnittspuncte der Oberfläche mit ihren auf die Puncte 
jener Geraden bezüglichen ersten Polaren.” *) 

Es lielsen sich noch manche interessante Beziehungen hier ableiten, 
deren Aufsuchung ich aber, um nicht zu weitläuftiig zu sein, dem Leser 
überlasse. Vorläufig mögen die gewonnenen Resultate genügen, um die 
Fruchtbarkeit und Wichtigkeit des oben aufgestellien allgemeinen Satzes 
anzudeuten, welchen wir nun noch auf zwei reciproke Systeme über- 
(ragen wollen. 


*) Um diesen Satz richtig aufzufassen, erinnere man sich, dals die auf die 
Puncte einer Geraden bezüglichen ersten Polaren stets eine gemeinschaftliche Durch- 
schnittscurve haben. (8. N. 5.) 


(Der Schlufs folgt. ) 








% 
= 


Tome 
Page, Ligne, 
8 connues lisez connus 
4 (1— a)! 1—.r?)- 
16 il ne faut oublier /. ii ne faut pas 
oublier 
— 7 (en remont.) opere /. operer 
11 19 et 22 hyp? /. hyp*®. 
— 3 tab? 1. tab*®. 
14 4 pour /. par 
22 2(en rem.) a forme /. la forme 
23 1 eu, ötez la virgule. 


a 1).(Z 2 . 


eo ur DV) 


21 15 g(? 
4 (#— 1). f 
25 4(en rem.) = =) 1. > 


— Il(entem)gy=Xx |. 2 — 
2(enren) g=0 1l.y= 0 
6 1 qa—ıy il. y-— a 

— 9 detour /. detour 

— 13 Fin) I. F(x) 

6 (en rem.) yı’! 2. yp’-1 
2 yg’tm‘ 4 x ga+m—l 


COLA) 


164 7 lYannees /. lVannce 








n 
N 
or 


4 
Je 
LG) 


166 72-21. 222 
n n 
170 7 .... Supprimez ces points 


17013 t li 

178 11 (en rem.) par la /. par lä 

186 21 distinetifs 7. distinetif 

187 3 (en rem.) simples 2. simple 

194 3(en rem.) ses /. ces 

200 2 autre /. autres 

—  4(enrem.) trouve /. trouvee 

331 6(enrem.) y19—y(10 —2) 1. 
y1l0+y(10—2) 


Tome 
Page, Ligne. 
190 16 courbes /. couches 
— 22 concue /. concue 
— 24 supconnees /. soupconnees 


191 3 Lagranye 1. Lagrange 
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XV. 


Page, Ligne 

332 15 exemte 1. exempte 

333 8 ferait /. ferait 

334 3 Läisez je suppose le nombre entieı 
A? — b? decompose 

— 6 prennant /. prenant 

336 17 connue /!. comme 

— 19 analytıquement pas |. 
ment partant 

337 20 rason /. raison 

3 (en rem.) existance /. exıstence 

338 10 (en rem.) pesantant /. presentant 

—  3(en rem.) ils /. ıl 

339 8 p+2r+n—7 1. p+?2r+n—i 

341 17 (p—1) I. 2(p—l) 

34 1 Ay Il. As 

345 4 Dans le titre il faut lire voute 
symetrique, ä base etc. aulien de 
voute symmetrique, a la base etc. 

349 4 au moins /. ou moins 


m ? 
350 9 


analytique- 


(62 —e?)cos?p Il. 


m? 


2 


5 (9° — 2?) c0s24 


“ dm “dm 
4 (en rem. ) ,3 vo ./= vo 


351 /f dd sn?9—=} |. 


9 
Tr 


FA dAdsw9 =}! 
) Im 
22 Ei We - + 


355 7 Yla— du? |. "as — ö? u?) 
— 7 (en rem.) cotp 1. cosp 
28 11.P ı. Pr 


X\. 

Page.Ligne, 

191 14 B. !. k 

— 25 posant /. pesant 

192 11 connue /. comme 

— 13 et 14 courbes 2, couches 








3832 





Page,Lienc Page. Ligne. 
193 8 grand /. grands 333 5 BLP 
— 11 consideration /. considerations 1 (en rem.) mnv? Il. Immnv? 

13 besoins 2. besoin 236 2 on /. ou 
— 14 ameliorees /. ameliorees 237 15 (L’') I. (L") 
1825 4 decrites /. decrits 239 3ct13 A, 1. 4 

1... 5. 240 14 procede /. procede 
— ?2(enrem.) —uo |. wW—o 242 4 M I. M' 
17 389) 1 (9: 246 3 R?h Il. R®—h 

‚ (i+nv” 1-+nuv —  6(en rem.) supprimez Ir +: 
199 b ( ) !. ( - ) 247 6 o3 / ano? x 

I+v 1+v >) tang’e L. lang’: 

- 13 menie /. menee - ui “RL... a as 
202 9 (en rem.) apres (10.) il faut ajou- 250 Glen rem.) upres p; Meltez — 0 


o» 251 4 un trinome /. au trinome 


ter ces mols: „En faisant v= 1 Y(enrem.)E=—-AV' .E=— AV: 





„dans les &quations (7.) et ($) on 77 7 M 1” i 
„ obtient — 8 apres R? un point. 
15] ete. — 9 2. 1 
203 7 l(enrem.) ne? I. n?e? ir n T; 2%. 0 
204 13 ey . rg 255 1 (en rem.) devant X mettez 101. 
— 13 m?h? I. m®b D 
207 18 cöne L. cane —  5(enrem.) B, = T:+V"T:(a+: .) 
—  I(enrem) = r’snp+ .r cosp TI. R | D Ü 
y=.r'snp4y’cosg RT 7 2 ( ns 
208 6et7 A2+B?44C 1. A2+B? +40: RER 1) 
209 4.6et7 z Il 12 —  6(enrem.) Yyy I. dy 
210 17, 22, 24, 7, 28,31 zn ld 2 258 4lenrem.) x? |. Z? 
ss Saas zZ | 260 12 (en na u 3.8 
( a WIR: „#42 
212 2 1% Bi 261 11 apres 7 mettez | 
Ma ı; av 262 11 T !. T: 
a 23 5 M,=al IM =0 
y reduisan! zu reduisant 264 93 orP 15: Hin D 
2? D-+t1!l. bD=1 f ! 
— 2i so |. se — 5l(enrem.) LU I. LU: 
216 16 M? N? I. M®— N: 266 13 — EN HPM 1. —(®EN+LEM) 
- 16 B®?—-C I BR —(Ü — 16 Done /!. Done 
17 Le signe — doit preceder 4? 269 8(en rem.) extcuta /. ex&cuter 
22 = (4— %")tangf |. — 11 (enrem.) —( —a?) I. +1? — u?) 
Y =(4—2')tang 272 13 dw I. du 
2 (eu rem.) resoudre /. resoudre — 14 +nb |. — nk 
219 I (enrem.) (+r) 4. (1+rv) — 1641. 4 
221 7 (en rem.) traitte /. traitees 274 5 supprimez le mot pas 
222 8 (en rem.) position J. portion — 12 — 2dw)7 I. — 2d(U)-i 
ec 1 277 4 len rem.) sin.snao /. sin®.sino 
224 10 1. ae — 13 (enrem.) en egard /. eu Egard 
225 5len rem.) ist /. il 275 6(enrem.) Ban & Ban 
226 2 abstruction /. abstraction 7 5 Rom ld Ban 
227 3 (en rem.) parexemple /. unexemple — 20 a u 
231 i4 (en rem.) ıcı /. «' — 21 affecte 1. BEROAER. 
3292 2 In 2S0 1denrem.) 2’! 2, 2 
u / ’ J 231114 N Il N = 
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